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PREFATA

Mecanica fluidelor prezintd o importanta crescanda prin aplicatiile sale
multiple si variate, concentrand astfel preocuparile oamenilor de stiinta, mai
ales in urma progreselor uimitoare realizate in unele dintre aceste aplicatii
speciale. Astfel, mecanica fluidelor studiaza un ansamblu de fenomene care
stau la baza a numeroase aplicatii in cele mai variate domenii ale activitatii
ingineresti si de cercetare stiintifica.

Studierea vartejurilor reprezinta un domeniu important din mecanica
fluidelor atat din punct de vedere stiintific cat si din punct de vedere al multiplelor
aplicatii.

La miscarile fluidelor reale se intalnesc, adeseori, miscari de rotatie, care
conduc la aparitia de vartejuri. Aceste vartejuri, datorita aparitiei unor forte de
frecare uneori foarte mici, se descompun in alte numeroase vartejuri care se
propaga in intreaga masa a fluidului. Aparitia acestor vartejuri este datorata, in
general, existentei unor discontinuitati ale conturului corpurilor solide, sau a
unor discontinuitati ale vitezei sau ale presiunii. in acest sens, se poate observa
aparitia de vartejuri la muchiile unui corp solid aflat intr-un curent de fluid, la
muchiile unui orificiu din care iese o vena de fluid, sau chiar la miscarea fluidelor
in jurul unor profile cu curbura continua. De asemenea, se pot observa vartejuri
la scara mare, des intalnite in natura si anume anafoarele din apele curgatoare,
tornadele din atmosfera si trombele dezvoltate deasupra marilor.

Prezenta carte a fost organizata pe 10 capitole, dupa cum urmeaza.

Capitolele 1 si 2 prezinta elemente de calcul vectorial si elemente de
cinematica fluidelor folosite la studierea vartejurilor. Capitolele 3 si 4 se refera
la miscarile rotationala si irotationala si la teoremele circulatiei vitezei. Capitolul
5 prezinta elemente generale privind vartejurile insistand asupra raportului
dintre vorticitate si vartej. in capitolele 6 si 7 sunt expuse fundamentele teoretice
pentru studierea vartejurilor si respectiv campul de viteze indus de vartejuri.
Capitolul 8 este destinat prezentarii stratului de vartejuri si conceptului de pereti
fluizi. Ultimele doua capitole, 9 si 10, au drept continut miscarile potentiale cu
vartejuri si respectiv vartejurile din structura miscarii turbulente.

In toate problemele prezentate, s-a cdutat s se ilustreze aplicarea directa
a ecuatiilor si teoremelor generale ale miscarii fluidelor pe modele mai mult sau



mai putin simplificate, dar care contin si reliefeaza aspectele caracteristice ale
aplicatiilor.

Tinand cont de faptul ca, in tara noastra, sunt putine carti in domeniul
vartejurilor din mecanica fluidelor, au fost incluse in lucrare si unele definitii si
probleme generale astfel incat publicatia sa poata fi folosita si de studentii
institutelor de invatamant superior tehnic.

In Tncheiere, autorii isi exprima speranta ca aceasta carte, sub forma
prezentatd, va imbogati literatura stiintifica din tara noastra si va contribui la
formarea de specialisti, constituind un ajutor util atat pentru cei care se ocupa
cu activitatea de cercetare prin promovarea unor studii si cercetari in domeniul
mecanicii fluidelor cu aplicatii la vartejuri, cat si pentru cei care isi pregatesc
doctoratul in acest domeniu.

Autorii
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1
ELEMENTE DE CALCUL VECTORIAL

Mecanica fluidelor, fiind o ramura a mecanicii mediilor continue, foloseste
pentru studiul si descrierea fenomenelor aparatul matematic specific mecanicii.
Deoarece marimile din alcatuirea relatiilor fizice sunt atat marimi scalare cat si
marimi vectoriale, operatiile cu aceste marimi fizice se supun regulilor algebrei
si analizei vectoriale.

in continuare se prezintd succint elementele de calcul vectorial utilizate
frecvent in cadrul mecanicii fluidelor.

1.1. MARIMI SCALARE. MARIMI VECTORIALE

Marimile scalare reprezinta numere carora, pentru a capata un sens fizic,
li se asociaza o unitate de masura. De exemplu presiunea, densitatea,
temperatura, functia de curent etc. sunt marimi scalare.

In studiul fluidelor, mé&rimile scalare sunt in general functie de punct, fapt
ce conduce la existenta unui camp scalar corespunzator fiecarei marimi fizice
considerare.

Generic, se noteaza un camp scalar astfel:
§=5(xy.2) (1.1)

in care X, ¥ si z sunt coordonatele sistemului de referinta considerat.

Daca se are in vedere si variabila timp, atunci marimea fizica scalara
depinde atat de punct cat si de momentul considerat, iar relatia (1.1) se scrie:

S=8(xyzt) (1.2)

Densitatea, presiunea, temperatura sau orice alta marime scalara pot
defini campuri scalare.

Maérimile vectoriale, sau mai simplu, vectorii, sunt descrisi prin: marime,
adica valoare lor numerica denumita si modul, directie si sens. Dintre marimile
vectoriale ntalnite in mecanica fluidelor se dau ca exemplu: viteza, acceleratia,
forta, rotorul vitezei etc.

Un vector, notat de exemplu u, este descris prin componentele sale,
proiectii ale acestuia, dupa axele sistemului de referintd considerat. Aceste



proiectii perpendiculare, trei la numar in cazul spatiului tridimensional, sunt

marimi scalare. Componentele vectorului u dupa cele trei directii se vor nota in
continuare ca U, U, si respectiv u, .

Orice vector poate fi reprezentat sub forma unei matrice.
&z{ux,u uz} sau u=1u (1.3)

Trebuie avut insa in vedere ca nu orice matrice reprezinta un vector. Pentru a
clarifica afirmatiile anterioare se considera sistemul de axe din figura 1.1.

zA

Yy /
Figura 1.1 Reprezentarea unui vector in sistemul cartezian

Vectorul » este reprezentat prin segmentul de dreaptad orientat avand
componentele u,,u, si u,. Aceste trei componente reprezinta proiectiile
vectorului pe axele de coordonate Ox, Oy si respectiv Oz. Fiecareia dintre axe
i se asociaza vectorii unitate (versorii) notati i, } si respectiv « . Acestia exprima
directia axelor fiind si unitatea de masura pentru un anumit vector considerat.

Ansamblul format de cei trei versori se numeste baza. Dupa directia axelor de
coordonate versorii se exprima (vectori ortonormati):

i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1) (1.4)

Asadar in sistem cartezian, orice vector poate fi exprimat prin intermediul
componentelor sale si a celor trei versori. De exemplu vectorul « se exprima ca:

u=ug+u jruk sau  uw=uctu, tu (1.5)

in care:

e u,u,u sunt componentele (proiectiile) scalare ale vectorului u
pe axele de coordonate Ox, Oy, Oz;
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e u.,u,,u. sunt componentele vectorului u numite si proiectiile
vectorului u pe axele de coordonate Ox, Oy, Oz.

Pozitia unui punct din spatiul cartezian, de exemplu punctul P din figura
1.1, poate fi precizata prin intermediul proiectiilor vectorului u pe axele de
coordonate Ox, Oy, Oz. Aceste proiectii, u ., u , u_, reprezinta coordonatele

punctului P in raport cu originea sistemului de axe, punctul O.

Vectorul cu originea in O si varful in P, vectorul OP, si care defineste

pozitia punctului P, se numeste vector de pozitie, si este notat uzual ca » (figura
1.2).
A

Figura 1.2 Vectorul de pozitie r
Pornind de la figura 1.2 se introduce notiunea de cosinusuri directoare.
Acestea reprezinta unghiurile formate de vectorul considerat, in cazul de fata

vectorul r, avand componentele I 1y, 1, S axele sistemului de referinta, Ox,

Oy si respectiv Oz.

Figura 1.3 Vectorul de pozitie r si unghiurile directoare «, B si 7

Unghiurile directoare ale vectorului » sunt notate in figura 1.3 cu @, 3 Si
Yy, si reprezinta:

e ¢ -unghiul dintre vectorul » si versorul i ;

e [ - unghiul dintre vectorul 7 si versorul j;

11



e 7 -unghiul dintre vectorul » si versorul .

Efectudnd produsul dintre vectorul r, avdnd componentele Vs Ty Si

respectiv r, siversorii i, j sirespectiv k, se obtin cosinusurile directoare.

r —(rx,ry,r )

tinand cont de relatiile (1.4) se poate scrie

(7,.7,.7.)+(1,0,0) = r|cos cx
(7,-7,.7.)-(0,1,0) =|r|cos 8 (1.6)
(7,-7,-7.)-(0,0,1) =|r|cos y
din care rezult3
., :Hcosa, ry :Hcosﬂ, . =Hcosy, (1.7)

iar in final se obtin cele trei cosinusuri directoare:

rx

COSOC=‘—, cos ff =

r

COS}/Z—Z. (18)

r

i

r

N

in care H reprezintd marimea (modulul) vectorului ». In consecinta, aceste

relatii se pot rescrie dupa cum urmeaza:

rx
COSQ ===
NS T+
r)’
008 f = T (1.9)
retr+rn
rZ
cosy =

2 2 2
N

Pornind de la aceste relatii orice vector poate fi exprimat ca versor. Astfel,
vectorul » se poate scrie:

r ri yJ Vk _ Ly r}+ k=cosai+cosfj+cosyk (1.10)
W

12



Tinand cont de relatia (1.10), pentru un vector unitar 17, se poate scrie:

‘17‘ :‘cosa;+cosﬂ}’+00577c‘:\/cosza+cosz,[5’+coszy =1 (1.11)
iar in final rezulta relatia
cos’ @ +cos’ B+cos’ y =1 (1.12)

Revenind la figura 1.1 si figura 1.2, vectorul de pozitie » poate fi exprimat
prin una din relatiile:

—

Fer e 7
r=xi+yj+zk
OP=xi+yj+zk
[ cos(i.r ) cos(.7) i cos(fer)]

Marimea (lungimea) unui vector se exprima prin relatia:

—

OP=|r

‘ﬁ‘z‘;‘zrz\/uf+ui+uf: u-u (1.13)

1.2. OPERATII CU VECTORI

Suma a doi vectori oarecare, u respectiv v, va avea ca rezultat tot un
vector notat s (figura 1.4, b).

u+v=s (1.14)

Conform notatiilor in figural.4, b, relatia anterioard se poate scrie si ca
‘AC‘:‘AB‘+‘BC‘.

i B
i DC
Vv
\ , —
(a)

(b)

Figura 1.4 Suma si diferenta a doi vectori oarecare
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Scriind vectorii ce alcatuiesc relatia (1.14) pe componente, aceasta
capata forma:

u, v, s, U +v,
u, [+|v, |=|s, [=|u,+v, (1.15)
u. v, s, u_+v,
sau
s:(ux+vx)i+(uy+vy)j+(uz+vz)k (1.16)

Diferenta a doi vectori oarecare, u respectiv v, va avea ca rezultat
vectorul d (figura 1.4, c).

v (-u)=d (1.17)

care, tinand cont de notatiile din figura 1.4, ¢ mai poate fi exprimat si ca
|- {ac|-[481-|ac|+ 24|

Relatia (1.17) se poate scrie si ca:

Vx ux dx vx _ux
v, |-y, |=|d, |=| v, —u, (1.18)
vz uz dZ vZ _uZ
sau
d=(v,—u)i+(v,—u,)j+(v.—u)k (1.19)

Produsul dintre doi vectori poate fi efectuat in mai multe moduri
prezentate sintetizat in tabelul 1.1.

— —

Tabelul 1.1 Produsul dintre doi vectori oarecare U si vV

Tipul produsului Notatie folosita Rezultat Definire
Produs scalar u-v marime scalara uvcosd
Produs vectorial UXV marime vectoriala u v|sin 9| n

in care:

0 este unghiul interior format de cei doi vectori (0<8<r);

n - versorul normalei la cei doi vectori, al carui sens este determinat prin
regula mainii drepte.

14



Produsul scalar a doi vectori este o marimea scalara obtinuta prin
inmultirea modulelor celor doi vectori cu cosinusul unghiului intern format de
acestia.

Se dau vectorii oarecare u Si v:

ﬁzux;+uy}+uzl;; ;zvx;+vy}'+vjc (1.20)

incare: i, j si k suntvectorii unitari dirijati dupa directia axelor Ox, Oy si Oz
ale triedrului drept al sistemului de coordonate cartezian, iar u,,u ,u_ $i v, v ,v,

sunt proiectiile acestor doi vectori pe directia axelor de coordonate.
Astfel, produsul scalar al celor doi vectori se va scrie:

u-v=uvcos(&,\7)=uvcost9. (1.21)

Daca se considera componentele celor doi vectori de pe axele de

—

coordonate, produsul scalar al vectorilor u si v rezulta prin insumarea
produselor componentelor acestor vectori (relatia 1.22),

w-v= (ux;+ uy} +ujc)-(vx;+ vy;' +vzl;) =uyv, tuy, +uy, (1.22)

iar, in consecinta, produsul scalar wu=u’,

Din punct de vedere geometric, produsul scalar reprezinta produsul dintre
valoarea absoluta a unuia dintre vectori (ﬁ) cu proiectia celui de al doilea (\7)
pe directia primului vector (& ) (figura 1.5).

vcos6>0

<|Y

v cos@ <0
(a) (b)

Figura 1.5 Produsul scalar — reprezentare geometrica

In cazul particular in care vectorii u Si v sunt perpendiculari unul fata de
celalalt (u 1 v) produsul lor scalar este zero (u y= 0).

Produsul scalar a doi vectori este comutativ. in consecinta se poate scrie
urmatoarea egalitate:

Zt-;:;-;t=vucos(ﬁ,;)=uvcos<9 (1.23)

15



O alta proprietate este aceea ca produsul scalar este distributiv in raport
cu adunarea. Se considera cei trei vectori oarecare u, v si w

u-(v+w)=u-v+u-w (1.24)
Produsul dintre un vector u si un scalar a« are ca rezultat o marime

vectoriala a carei sens va coincide cu cel al vectorului daca a >0, si va fi de
sens opus daca a<0.

u, a-u,
a-u=|a|-‘u‘=a- u, |=|a-u, (1.25)
u, a-u,

In cazul versorilor i, | si k, produsul scalar conduce la urmatorul set de
relatii:

(1.26)

Produsul vectorial a doi vectori oarecare, (# si v) are ca rezultat un alt

vector, (w) a carui directie este perpendiculara pe planul format de cei doi
vectori ce il determina (figura 1.6). Valoarea absoluta a acestui vector, rezultat
in urma aplicarii produsului vectorial, este egala cu aria paralelogramului format

de cei doi vectori, in acest caz vectorii # si v.
A

Figura 1.6 Produsul vectorial
Produsul vectorial se noteaza

UXV =W (1.27)
iar marimea vectorului rezultat este

M = w:uvsin(;,\:):uvsinﬁ (1.28)

16



Produsul vectorial este distributiv in raport cu adunarea, proprietate care
se exprima prin relatia:

wx (v w)=uxvruxw. (1.29)

Produsul vectorial nu este comutativ. Acest fapt se justifica prin

—

schimbarea de sens (semn) a vectorului w, rezultata odata cu schimbarea
ordinii de inmultire a vectorilor u si v, (regula mainii drepte).

UXY=—VXU (1.30)

— . —

Efectudnd produsele vectoriale dintre versorii i, j si k se obtin
urmatoarele egalitati:

ixi=jxj=kxk=0 (1.31)
zx]:—}'x;:l;
Jxk=—kxj=i (1.32)
kxi=—ixk=j

Scriind vectorii Si v cu proiectiile lor dupa cele trei axe de coordonate,
relatia (1.30) devine

—

uxv:(uxi+uyj+uzk)x(vxi+vyj+vzk):

- - - (1.33)
= (uyvz —uzvy)z +(u,v, —uw,)j+ (uxvy —uyvx)k
sau sub alta forma
ux vx uyvz —uzvy
U, |X| v, |=|uy, —uy, (1 _34)
u, v, Uy, —uyv,

Relatia produsului vectorial dintre doi vectori mai poate fi scrisa sub forma unui
determinant:

—

ik
UXV=—VXU=u_ u, u, (1.35)
Ve v,V
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Produsul a trei vectori, u, v Si w, dat prin relatia
(ﬁ;) w= uvcos(ﬁ ﬂ)vT/:(uvcosH)vﬁv (1.36)

in care 6 reprezinta unghiul dintre vectorii u# si v, este un vector dependent de
ordinea efectuarii operatiilor. In cazul de fata, rezultatul produsului este un
vector paralel cu w.

Produsul mixt al celor trei vectori, u, v si w, se exprima ca:

()= () =) i ) =)= i)

Rezultatul este o marime scalara care, din punct de vedere geometric,
intr-un sistem cartezian de reprezentare, semnlflca vqumuI paralelipipedului

descris de ansamblul format de cei trei vectori u y Si w.
Desi este evident, se precizeaza ca produsul mixt a trei vectori este zero

daca doi dintre acestia sunt paraleli.
Similar relatiei (1.35), si relatia (1.37) poate fi pusa si sub forma unui

determinat.

y (1.38)

Dublul produs a trei vectori, u, v si w, va avea ca rezultat tot un vector
dat de urmatoarea relatie

Fmiix (wxw) = (-0 < = (i)

(1.39)

din care rezulta
(1.40)

a(3ow) = x (v x ) + (510w
DE

1.3. ELEMENTE GENERALE DE TEORIA CAMPURILOR SI

ANALIZA VECTORIALA
Se considera un domeniu .2 din spatiu tridimensional. Fiecarui punct al
acelui domeniu i se poate asocia 0 marime scalara, sau un vector al carui

valoare numerica si orientare sunt bine determinate.
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Un punct oarecare M din domeniul .2 se raporteaza la un sistem de referinta
Oxyz prin coordonatele x, y si z sau prin vectorul de pozitie 7 (r = xi+yj + zk)
de mérime |OM]|, de directie OM side sens dela O catre M.

in functie de natura mérimii atasate punctelor domeniului .2, acesta va
reprezenta un camp scalar (figura 1.7, a) sau un cadmp vectorial (figura 1.7, b).

x Y

x Y

(a) (b)

Figura 1.7 Reprezentarea campului scalar (a) si a campului vectorial (b)
Asadar, considerand functia scalara ¢, cu o valoare numerica bine
determinata in fiecare punct, ¢(x,y,z)=¢(r), conform figurii 1.7, a, cdmpurile
scalare pot fi reprezentate prin suprafetele @(x,y)= constant. Aceste suprafete

sunt numite suprafete de nivel, in cazul reprezentarii tridimensionale, sau linii
de nivel, @(x, y) = constant, pentru reprezentarea in plan.

Daca fiecarui punct al domeniului .2, din spatiu, i se atribuie un vector
u atunci functia ﬁ:ﬁ(?) sau U =U(x,y,z), defineste un camp vectorial
(figura 1.7, b).

Reprezentarea campurilor vectoriale poate fi facuta prin scrierea functiilor
vectoriale descompuse dupa directiile de coordonate. Pentru o functie oarecare

U(r) se scrie:
ﬁ(x,y,z) =U, (x,y,z);+ U, (x,y,z)} +U, (x,y,z)/} (1.41)

relatia exprimand un camp stationar, sau, daca se considera si variabila timp,
relatia (1.41) devine:

(7(x,y,z,t) =U, (x,y,z,t);+ Uy (x,y,z,t)}' +U, (x,y,z,t)/g (1.42)

si exprima in acest caz un cdmp nestationar.
in relatiile (1.41) si (1.42), U_, U, si U, sunt cdmpuri scalare, numite

campuri de componente. Pentru a determina un camp vectorial, este necesara
determinarea campurilor, functiilor, componente.
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Diferentierea unei functii vectoriale, du(x, y,z), se exprima astfel:
du = du,i+du, j +du k (1.43)

in care

du, = P gy 4 P gy 4 P g
ox oy oz

q 8uydx+6uyd +6uydz 144
u, = _
Y ox oy P (1.44)
du, = 2 gy 4 Pe gy P g,

ox oy oz

Daca vectorul ce defineste campul depinde si de timpul 7, relatiile
anterioare vor fi scrise in forma (1.45).

du, = e e Mo gy 4 M g1 O gy
ox oy oz ot
di, =2 1 0 gy Mgy Mg 1.45
u = .
e G Y (1.49)
du, = = g+ Mz gy e gz 4 e gy
ox oy 0z ot

Problema privind diferentierea functiei vectoriale, s-a redus astfel la
diferentierea functiilor scalare u,, u, si u,.

X

O alta abordare privind diferentierea functiilor vectoriale o reprezinta
introducerea diferentelor finite si trecerea la limita. Considerand functia
vectoriald u(x,y,z) se scrie:

8_&: lim u(x+Ax,y,z)—u(x,y,z) _ aux;Jr ou, i ou, z
ox M0 Ax ox ox ox
- C ou - )
Ou _Ouyz, M5 Oy (1.46)

oy oy oy
" A i
0o O o,

0z Oz oz oz

in cazul in care trebuie considerata si variabila timp, u(x,y,z,¢), grupul de
relatii (1.46) va fi completat dupa cum urmeaza:
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