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ADVANCED CONJUGATE GRADIENT
METHODS
FOR UNCONSTRAINED OPTIMIZATION

Unconstrained optimization consists in finding values for some variables
so that a given function in these variables takes the minimum or maximum possible
value. When the number of variables is large enough, this operation turns out to be
quite complex. This book presents the state-of-the-art of conjugate gradient
algorithms for unconstrained optimization. Both the classical and the latest
conjugate gradient methods for solving the unconstrained optimization problems
are considered. As we know, unconstrained optimization is not merely an
intellectual exercise. Its purpose is to solve practical unconstrained optimization
problems on computers. Therefore, the book contains a large number of conjugate
gradient algorithms advanced techniques of computational linear algebra which
form the kernel of any industrial optimization algorithm.

The monograph is organized in 6 chapters and two annexes. The first
chapter has an introductory character, where the main aspects of the descent
methods for unconstrained optimization are presented. In chapter 2 the linear
conjugate gradient methods for solving linear algebraic systems of equations are
discussed. A special attention is given to the discretization of partial differential
equations. With chapter 3 the book enters into the subject of nonlinear conjugate
gradient methods for unconstrained optimization. The theory of classical conjugate

gradient algorithms is presented both of those methods with ||gk||2into the

denominator of A3, ,and for the methods with g, Y, into the denominator of f3,.

Chapter 4 introduces the hybrid conjugate gradient methods as projections of
classical conjugate gradient methods or as convex combinations of these methods.
Chapter 5 contains a large number of new conjugate gradient algorithms, some of
them based on the very recent results of the author. The last chapter is dedicated to
present the computational performances of conjugate gradient algorithms for
solving 7 applications from MINPACK?2 collection. The first annex reviews a
number of 50 nonlinear conjugate gradient algorithms, and the second one
articulates some open problems in these methods.

The book addresses to a large number of scientists, theorists, as well as
practitioners engineers and decision makers, researchers, computer scientists or
professional bodies working in academy, business, industry and government facing
design optimization models and algorithms, who are interested in the theory of
conjugate gradient methods for unconstrained optimization, in computational
methods associated to conjugate gradient algorithms, in numerical experiments and
comparisons, as well as in behavior of these algorithms for solving real
applications from different areas of activity.

Dr. Neculai Andrei



Din partea autorului

Elaborata intr-o maniera riguros matematica cu ilustratii
computationale de mare anvergurd, monografia constituie o
sinteza a celor mai recente rezultate din domeniul metodelor de
gradient conjugat pentru optimizare neliniara fara restrictii din
care multe apartin autorului.

Efortul depus in aceasta monografie consta in a sugera §i
dovedi cititorului ca metodele de gradient comjugat sunt o
alternativa foarte serioasa la celelalte metode de optimizare fara
restrictii bazate pe conceptul de aproximatie patraticd, in ceea
ce priveste rezolvarea problemelor de optimizare fara restrictii
de mari dimensiuni asa cum acestea apar in aplicatiile practice.
Ideea este ca aceasta clasa de algoritmi beneficiaza de rezultate
teoretice de convergenta globala si complexitate computationala
foarte tari si in acelasi timp pot fi cu usurinta implementati in
programe de calcul care implica cerinte modeste de memorie.
Importanta acestor algoritmi rezida si in faptul ca acestia se pot
include foarte usor in alte programe de calcul dedicate rezolvarii
aplicatiilor complexe care implica optimizarea fara restrictii.

Autorul multumeste Editurii Academiei Oamenilor de Stiinta
pentru profesionalismul si sOlicitudinea cu care a sustinut
aparitia acestei lucrari.

Bucuresti, 20 lunie 2009
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Prefata

Optimizarea fara restrictii reprezinta un capitol foarte important al programarii
matematice. Aceasta se refera la optimizarea unei functii (suficient de neteda), in
sensul de a calcula acele puncte in care functia respectiva isi atinge valorile
extreme, de minim sau maxim. Importanta optimizarii fara restrictii rezultd din
faptul ca foarte multe fenomene reale din Natura se pot modela ca probleme de
acest tip. Pe de alta parte, problemele de optimizare cu restrictii, care constituie o
clasa de probleme mult mai generale si mai bogatd, se pot solutiona prin
rezolvarea succesiva a unui §ir de probleme de optimizare fara restrictii. De
exemplu, metodele bariera din optimizarea cu restrictii au condus la o revigorare
a domeniului optimizarii fard restrictii, in care metodele de directii conjugate
ocupd un loc central.

Programarea matematica in general §i optimizarea fara restrictii in
particular au atins o anumitd maturitate dispunand de un corp de rezultate
teoretice si computationale bine stabilit. Tn acest sens, pentru rezolvarea acestei
clase de probleme se cunosc o multitudine de algoritmi bine justificati matematic,
pentru care se cunosc proprietdtile de convergenta si complexitate computationala
si care au fost implementati in programe de calcul deosebit de sofisticate §i
eficiente capabile sa rezolve probleme complexe de optimizare fard restricgii Cu un
numar mare de variabile.

In programarea matematica s-au individualizat doud mari clase de
probleme: programarea liniara si programarea matematica neliniara.
Programarea liniard este o problema in care toate functiile (functia de optimizat si
restrictiile) sunt liniare. Chiar daca programarea liniard i optimizarea neliniard
S-au dezvoltat in paralel, rareori si ocazional avind puncte de contact, anul 1984 a
constituit inceputul umnei , revolufii” in programarea matematicd, prin
reconsiderarea la un nivel superior a unor tehnici de optimizare bazate pe
conceptul de penalizare §i care au devenit cunoscute ca metode de punct interior.
Aceasta a constituit prima unificare din programarea matematica, in sensul cd
aceleasi tehnici pot fi utilizate pentru rezolvarea ambelor clase de probleme. Cel
mai important avantaj al metodelor de punct interior asupra metodei simplex
pentru programarea liniard este eficienta cu care pot fi rezolvate probleme de mari
dimensiuni si abilitatea de a utiliza directii de cautare aproximative, care permit
utilizarea unor metode de gradient conjugat bazate pe structura problemei. Un alt
avantaj este ca metodele de punct interior se extind foarte bine la problemele de
optimizare convexd, in timp ce metoda simplex, care se bazeaza foarte mult pe
structura liniara a problemei, nu. Aceastd observatie a condus la constructia unui
cadru matematic foarte general al metodelor de punct interior pentru rezolvarea
unei mari varietati de probleme de optimizare nediferentiale convexe, ce deschide
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foarte multe perspective teoretice si computationale. Asa au aparut o serie de noi
probleme de optimizare ca programarea semidefinitd, programarea pe conuri,
optimizarea combinatoriald neconvexda, minimizarea normelor matriceale,
aproximarea Chebychev logaritmicd etc. toate acestea incadrindu-se in asa-
numita clasa a inegalitatilor matriceale liniare si care a condus in cele din urma
la a doua unificare dintre optimizare, teoria sistemelor si control optimal. Astfel,
S-a observat ca tehnici si metode proprii unor domenii foarte diferite ca
optimizarea neliniard, teoria sistemelor dinamice sau controlul optimal utilizeaza
aceleasi concepte matematice cu interpretdari proprii.

Scopul lucrarii. Tntregul nostru efort de-a lungul acestei monografii a fost
de a prezenta riguros matematic, cu suficiente detalii, Intr-un mod accesibil i
prietenos, principalele aspecte ale metodelor de gradient conjugat pentru
optimizarea fara restrictii. Avand in vedere faptul ca scopul final al oricarei teorii,
in particular al optimizarii fara restrictii, este de a dezvolta scheme
computationale robuste si de incredere pentru rezolvarea problemelor concrete,
lucrarea isi propune prezentarea principiilor care stau la baza metodelor de
gradient conjugat, a algoritmilor corespunzatori impreund cu caracteristicile lor
de convergenta si complexitate, precum si capabilitatile lor de a rezolva probleme
practice reale cu un numdr mare de variabile.

Rigoare si formalism. Tn prezentarea materialului referitor la metodele
avansate de gradient conjugat pentru optimizare fard restrictii am adoptat ideea
ca in locul unui formalism de tipul definitie — teorema — demonstratie sa utilizam o
prezentare narativa in care acest formalism este scufundat §i ilustrat prin
comentarii §i exemple numerice relevante, care aratd puterea computationald a
algoritmilor. [n acest sens am urmdrit prezentarea riguroasd a propozitiilor,
lemelor si teoremelor importante care stabilesc proprietdtile de convergenta si
complexitate computationala a algoritmilor, precum si ilustrarea acestor rezultate
prin rezolvarea unor colectii de probleme de test si a unor aplicatii reale din
diferite domenii industriale. Principalul efort in organizarea acestui material a fost
de a se evita pe cat posibil apelul la concepte definite in sectiunile ulterioare ale
lucrarii, argumentarea circulara, precum si utilizarea unor notiuni, tehnici si
metode considerate ca bine cunoscute in domeniu.

Structura lucrdrii. Cartea este organizatd in 6 capitole si doud anexe. Tn
acelasi timp aceasta contine o bibliografie cu cele mai relevante §i cele mai
recente lucrari din domeniu, precum §i un index de termeni si un index de autori.
¢ Primul capitol are un caracter introductiv. Acesta prezintd conceptele
fundamentale cu care se opereaza in domeniul optimizarii fara restrictii, metodele
de directii descendente utilizate pentru rezolvarea acestei clase de probleme,
precum §i cdateva rezultate de baza asupra metodelor de directii descendente.
¢ Capitolul doi prezinta metoda gradientului conjugat pentru rezolvarea sistemelor
de ecuatii algebrice liniare cu matricea coeficientilor simetrica si pozitiv definitd.
Se aratd ca viteza de convergentd a metodei de gradient conjugat este puternic
dependenta de distributia valorilor proprii a matricei sistemului. Totodatd, in acest
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capitol se insista asupra discretizarii ecuatiilor diferentiale cu derivate partiale §i
a sistemelor liniare obtinute prin discretizare, inclusiv structura de valori proprii.

¢ Capitolul trei este dedicat metodelor clasice de gradient conjugat pentru
optimizare fard restrictii. Principiul pe care se bazeaza metodele de gradient
conjugat consta in faptul ca minimizarea unei functii ¥ pe un subspatiu dat este

echivalenta cu minimizarea succesiva de-a lungul unor directii conjugate care
genereaza acel subspatiu. Aceste metode se reprezinta Ssub forma

X =X+ d,, unde ¢, este lungimea pasului, iar d, este directia de
deplasare calculata sub forma d,,, =—0,,,+ /50, . Astlel, se prezinta teoria

convergentei algoritmilor de gradient conjugat, separat pentru acele metode cu

2 .. . . . T . . .
||gk|| la numaratorul parametrului 5, si respectiv cu Q,.,Y, la numaratorul lui

B, Sectiunea 3.6 a acestui capitol este originald si prezinta o metoda de

accelerare a algoritmilor de gradient conjugat [Andrei, 2008h].

¢ Capitolul patru prezinta metodele hibride si parametrizate. Se cunosc doud
tehnici de elaborare a algoritmilor hibrizi. Prima utilizeaza conceptul de proiectie
a algoritmilor clasici de gradient conjugat. A doua tehnica este originala si se
bazeaza pe conceptul de combinatie convexd, care deschide o noud directie de
cercetare in ceea ce priveste elaborarea de algoritmi de optimizare fara restrictii
[Andrei, 2007g,h,i; 2008a,b,j k.I,n,s; 2009a,b].

¢ Tn capitolul cinci se prezintd noi metode de gradient conjugat pentru optimizare
fara restrictii. Cele mai importante sunt: metode de gradient conjugat BFGS
preconditionate fara memorie date de Shanno [1978a,b/, o metoda de gradient
conjugat cu descendentd garantatda a lui Hager si Zhang [2005], metode de
gradient conjugat scalat si scalat accelerate elaborate de Andrei [2007a,b,c],
metode de gradient conjugat cu descendentd suficienta [Andrei, 2006b], metoda
gradientului conjugat cu ecuatia secantei modificata [Andrei, 2005e; 2008b],
metoda gradientului conjugat cu aproximatia produsului Hessian / vector [Andrei,
20080,u/ si metode de gradient conjugat cu descendentd si conjugare garantate
[Andrei, 2008v].

¢ Capitolul sase prezinta un numar de sase aplicatii de optimizare fara restrictii
rezolvare cu algoritmii de gradient conjugat prezentati de-a lungul acestei lucrari,
precum §i comparatii intre ei si algoritmii quasi-Newton BFGS cu memorie
limitata si Newton trunchiat.

Proiecte computationale. |deea pe care am avut-o in elaborarea acestei
lucrari a fost de a scrie un text matematic, riguros si logic prezentat, care in final
sa se poata utiliza in dezvoltarea unor programe de calcul capabile sd rezolve
probleme de optimizare fara restrictii, modele ale unor fenomene fizice reale.
Pentru realizarea acestui demers algoritmii asociati metodelor de gradient
conjugat sunt prezentafi pe pasi cu suficiente detalii computationale. In acelasi
timp, lucrarea contine o multitudine de studii numerice care implica minimizarea
unui tren de peste 750 de functii de test de optimizare fara restrictii cu numarul de
variabile din domeniul [1000,10000].
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Optimizare aplicatd. Exista o intreaga disputa asupra termenului
aplicat”. Aceasta arata diferengele conceptuale care exista intre cei care sunt
interesati de teoria optimizarii si practitionisti, interesati mai mult de rezolvarea
unor probleme concrete. In aceastd monografie am adoptat un punct de vedere
rabinic in sensul de a mulfumi i teoreticianul i practifionistul. Tn acest sens
lucrarea prezinta rezultatele furnizate de o multitudine de algoritmi de gradient
conjugat in ceea ce priveste rezolvarea unor aplicatii concrete ca: torsiunea
elasto-plastica a unei bare, distributia presiunii intr-un lagdr de alunecare
(cuzinet), proiectarea optima a unei bare cu rigiditate torsionald maximad,
rezolvarea ecuatiilor Ginzburg-Landau pentru superconductoare neomogene
formate din straturi de plumb si staniu in absenfa unui camp magnetic, combustia
stationara a unui material solid, configuratia de energie minima a unui grup de
atomi, etc.

Adresabilitate. Parcurgerea si intelegerea acestei lucrari cere o anumitd
maturitate matematica in sensul abilitatii de a opera cu anumite concepte §i
obiecte matematice din algebra liniara, calculul diferential, analiza convexa,
topologie, geometrie diferentiald si ecuatii diferentiale. Ca atare, monografia se
adreseaza celor interesafi de teoria optimizarii fara restrictii si in special de
metodele de gradient conjugat: matematicieni, analisti din domeniul cercetarilor
operationale si al stiintei managementului, planificatori, programatori, ingineri,
cercetatori §i doctoranzi in specialitdtile care includ utilizarea tehnicilor de
optimizare, studenti interesati de aceste probleme.

Multumiri. Autorul multumeste Fundatiei ,,Alexander von Humboldt”
pentru generozitatea si solicitudinea cu care a stiut sa-l sprijine de-a lungul
timpului atat in perioada stagiului de peste trei ani petrecuti in cateva Universitdti
din Germania, cdt si dupd aceea. Aceasta ne-a permis o implicare directa in
cercetarea stiintifica de cel mai inalt nivel, posibilitatea audierii §i prezentdrii
unor rezultate din domeniile modelarii matematice §i ale optimizarii i, in general,
incadrarea in acea clasa rafinata a oamenilor de stiingd pentru care
intelectualismul ca doctrina prin care cunoasterea — partial sau total — se obtine
prin rafiune purd, reprezintd un mod de existenfd. Scrierea acestei monografii
apare deci ca o datorie de a recompensa, mdcar in parte, generozitatea acestei
Fundatii, care in esenta ei nici nu are nevoie de asa ceva. De asemenea, autorul
mulfumeste celor cdtiva colegi si prieteni, care de-a lungul timpului cat a durat
scrierea acestei monografii au stiut si-l incurajeze cu solicitudine si umor. In
acelagsi timp, autorul este recunoscator sofiei sale Mihaela, care a inteles efortul
sau si a stiut sa-1 scuteascd de o serie de activitati lungi si obositoare, precum si
copiilor Teodor-Marius, Denisa si Cosmin pentru afectiunea si intelegerea cu care
l-au inconjurat si sprijinit in efortul de a concretiza o muncd depusd pe parcursul a
mai bine de 40 de ani.

Bucuresti

lanuarie 20, 2009 Neculai Andrei
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SIMBOLURI SI NOTATII

X apartine multimii X .

X nu apartine multimii X .

Multimea numerelor reale (axa reald).

Modulul numarului X.

Cel mai mare Tntreg mai mic decat sau egal cu |.

Spatiul real n— dimensional.

Subspatiul liniar generat de vectorii d,,...,d,.

k — spatiul Krylov al matricei A corespunzitor vectorului b.

K, (Ab)=Is{b, Ab,..., A"b}.

Vector (coloani) din spatiul R".

Transpusul vectorului x (vector linie).

Produsul scalar al vectorului x € R" cu vectorul y € R", definit
n

ca X'y=" XV.

T

||X||||y||

Cosinusul unghiului dintre vectorii X si Y. cos(X,y) =
Vectorul X este perpendicular pe vectorul y: X'y =0.
i=1" 1!

Norma |, (norma euclidiand) a vectorului X : ||X||2 = (Zn X-2) /2.

Deseori se noteaza sub forma ||X|| .

Norma vectorului X Tn raport cu matricea simetrica Q :
X[, = (x"Qx)", (norma elipsoid).

Distanta dintre doud puncte X,y € R", distanta euclidiana:

[x=yl, = = y) + 4 (% = ¥)°.

Matrice cu elementele a; . a; este elementul din linia isi coloana
J.Dacai=1,...,msi j=1,...,n,atunci Aeste o matricecu m
linii si N coloane.

Matricea unitate de ordin n. Se mai noteaza cu | .



12 + NECULAI ANDREI - METODE AVANSATE DE GRADIENT CONJUGAT ¢

AT Transpusa matricei A.
Al Inversa matricei A. AA™ =1,
R™" Multimea tuturor matricelor mxn dimensionale cu elemente

numere reale.

||A|| , Norma spectrald a matricei A: [|A| , = (Zmax (A"A) )1/2 .
12
IA Norma Frobenius a matricei A: ||A[_ = (Zm:zn:‘aij ‘2] :
i1 )1
k(A) Numarul de conditionare a matricei A: x(A) =0, / 0., , Unde

Opmin $1 Opax Sunt valoarea singulard minima, respectiv maxima a
matricei A. x(A)= ||A||HA’1H .

diag(a,...,a,) Matrice diagonala cu elementele de pe diagonala principala egale
cua,...,a.

f:X —>Y  Functia f definitd pe multimea X cu valori in multimea Y.
dom f Domeniul functiei f.

VT (X) Gradientul functiei f Tn X se defineste ca vectorul
T
of (x o) | ~ .. :
Vi(x) = ( ) (x) . In limbajul curent gradientul
0%, OX,

functiei f npunctul X, se noteaza cu g,.
V2§ (x) Hessianul functiei f se defineste ca Nx N-matricea simetrica cu

elementele:

o’ f(x) . .
V2 E (X)) = ,L,j=1...,n.

[V (X ondx j
T.(X) Polinomul Cebyshev de prima speta. T, (X) = cos(k arccos(x)).
TST Matrice Toeplitz, simetrica, tridiagonala.
DFP Actualizarea quasi-Newton Davidon-Fletcher-Powell.
BFGS Actualizarea quasi-Newton Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno.
LBFGS Actualizarea BFGS cu memorie limitata.

| Sfarsitul demonstratiei.
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Capitolul 1

METODE DE DIRECTII DESCENDENTE
PENTRU
OPTIMIZARE FARA RESTRICTII

Scopul acestui capitol este de a prezenta cu suficiente detalii metodele de baza ale
optimizarii fara restrictii care utilizeaza informatiile date de gradientul si eventual
de Hessianul functiei de minimizat. Nu vom intra in detalii. De aceea recomandam
cititorului interesat consultarea lucrarilor [Andrei, 1999a,b; 2000a,b; 2002; 2003;
2004a,b; 2009c] unde va gasi o multitudine de aspecte teoretice, computationale i
practice privind algoritmii dedicati rezolvarii acestei clase de probleme.

Orice algoritm de optimizare este compunerea a doud aplicatii: prima
determind directia de deplasare catre minim, o directie descendentd. A doua
determina lungimea pasului de deplasare de-a lungul directiei calculate. In acest
capitol vom discuta ambele aceste aspecte ale unui algoritm de optimizare insistand
numai asupra acelor metode care s-au dovedit eficiente mai ales pentru rezolvarea
problemelor neliniare complexe cu un numar mare de variabile.

Ideea care std la baza oricarui algoritm de optimizare, inclusiv a celor de
optimizare fara restrictii, este foarte simpla. Se considerd un punct inifial din care
se demareazi calculele. In acest punct se determini o directie care este directionatd
catre minimul functiei de minimizat, numita directie de descendentd. De-a lungul
acestei directii se executd o deplasare convenabild, numita cdutare liniara, astfel
obtinandu-se un nou punct din care se pot relua calculele. Toate aceste elemente
care definesc o metodd descendentd de optimizare au propriile lor principii si
subtilitati care ilustreazd bogatia si maturitatea domeniului optimizarii fara
restrictii. Ceea ce individualizeaza un algoritm fatd de altul este modul in care se
calculeaza directia de deplasare. Lungimea pasului se calculeazd intr-o maniera
standard utilizand anumite conditii care asigurd o reducere suficient de micad a
valorilor functiei de minimizat de-a lungul directiei de descendenta.

Dupa cum am spus, algoritmii de optimizare fara restrictii, proiectati
pentru a rezolva problema man f(x), unde f:R" — R, suficient de netedi, se

Xe
identificd dupd modul in care calculeaza directia de deplasare. Se cunosc o
multitudine apreciabila de algoritmi de optimizare fard restrictii, care se pot
organiza In urmatoarele clase de metode de optimizare:
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=

Metode de cautare directad (nederivative)
Metoda pasului descendent (Cauchy)
3. Metoda Newton
- Metoda Newton modificata
- Metoda Newton discreta
- Metoda Newton compusa
- Metoda Newton trunchiata
4. Metode quasi-Newton
- Metoda guasi-Newton cu memorie limitata
- Metode quasi-Newton partitionate
5. Metoda regiunii de Tncredere
6. Metode de directii conjugate

N

Principii de optimizare fara restrictii
Constructia algoritmilor de optimizare fard restrictii se bazeaza pe urmatoarele
doua principii fundamentale care stau la baza tuturor metodelor de directii
descendente de optimizare fara restrictii [Andrei, 2009c].
1. Primul principiu fundamenteazd ideea ca orice problema de optimizare
intr-un punct dat din domeniul functiei de minimizat se poate foarte bine
aproxima printr-o problema de optimizare patratica. Cu alte cuvinte, Tntr-

un punct curent X, se calculeaza o aproximatie patratica a problemei Q,

care prin rezolvare furnizeazda un nou punct X, din care procesul se

poate imediat repeta pand cand un anumit criteriu de oprire a iteratiilor
este Indeplinit. Aceasta idee este foarte buna si se bazeaza pe faptul ca
modelele matematice ale fenomenelor fizice suficient de netede nu sunt
puternic neliniare si deci se pot aproxima cu o acuratete buna prin modele
patratice. Reprezentative pentru acest principiu sunt metoda Newton si
variantele sale, metodele quasi-Newton si metoda regiunii de incredere.

2. Al doilea principiu, complet diferit de primul se bazeaza pe conceptul de
directie conjugata. Datda o matrice simetrica si pozitiv definitd A, atunci

directiile d, #0 si d, =0 sunt conjugate in raport cu matricea A, daca

le Ad, =0. Evident ca acest concept de conjugare se poate imediat

extinde la cazul functiilor generale neliniare prin considerarea in locul
matricei A a Hessianului acesteia in punctul curent. Aceasta idee a condus
la clasa metodelor de directii conjugate cu care a demarat optimizarea fara
restrictii de mari dimensiuni (milioane de variabile). Metodele de directii
conjugate pot imprumuta anumite idei din metodele Newton sau quasi-
Newton in sensul de a incerca inglobarea informatiei de ordinul doi data de
Hessianul functiei de minimizat sau de o aproximare a acestuia, obtinandu-
se astfel algoritmi foarte puternici de optimizare fara restrictii.

Sa consideraim problema min f(X), unde f:R" — R este o functie de doui ori
continuu diferentiabild pe R" cu domeniul dom f . Deoarece f este diferentiabili,
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atunci o conditie necesard pentru ca punctul X si fie solutia optima a problemei
este:

vi(x")=0.
Aceasta se numeste conditia necesard de optimalitate de primul ordin. Punctele
care o satisfac se numesc puncte stationare sau critice. Ca atare, rezolvarea
problemei a fost redusi la determinarea unei solutii pentru sistemul Vf(x") =0,

care, dupa cum se vede, este un sistem algebric de N ecuatii in n variabile. Ca
atare, minimizarea functiilor este intim legatd de rezolvarea sistemelor algebrice
neliniare. Un punct stationar nu este intotdeauna un minim al functiei. De exemplu,

functia f(X)=—x" satisface conditiile necesare in punctul 0, care dupd cum se
vede este un punct de maxim al lui f. Pentru a obtine un punct de minim trebuie

ca derivata de ordinul doi sa fie strict pozitiva. Aceasta este conditia suficientd de
optimalitate.

De obicei pentru rezolvarea problemei vom folosi o metoda iterativa, care
genereazd un sir de puncte Xg, X, X,,---€domf  cu proprietatea ca

f(x*) > " cand k — co. Un astfel de sir cu aceastd proprietate se numeste gir

minimizant. Astfel conceput, un algoritm care genereazd un sir minimizant se
opreste de indatd ce un anumit criteriu de oprire a iteratiilor este indeplinit. De
exemplu, se pot wutiliza urmatoarele criterii de oprire a iteratiilor:

‘f(Xk)— f*‘ <&, unde &, >0este o tolerantd specificatd, sau distanta dintre
estimatiile variabilelor X, —X],<&,, unde & >0, sau norma gradientului

functiei de minimizat ||Vf (Xk)”?_ <g, sau ||Vf (Xk)”w <ég,, unde g, >0, de-a

lungul iteratiilor. Evident ca se pot utiliza si combinatii ale acestor criterii, etc.

1.1. ALGORITMUL GENERAL DE DIRECTII
DESCENDENTE

Sa consideram deci problema
min f (x) (1.1.1)

unde f:R" — R este o functie continuu diferentiabild cu domeniul dom f .
Valoarea optimi a acestei probleme o notam cu f ", adica inf f(x)=f . Dupa
cum am vazut, date punctul X, si directia descendentd de deplasare d,, atunci

schema iterativa dupi care se calculeazi punctul de optim X~ pentru (1.1.1) este
Xy =X +d,, (1.1.2)
unde «, este lungimea pasului de deplasare de-a lungul directiei d,. Mentionam

ca o directie descendent in punctul X, satisface conditia Vf (x,)"d, <0, numita



16 + NECULAI ANDREI - METODE AVANSATE DE GRADIENT CONJUGAT ¢

conditia de descendentda, precum si conditia de a fi marginitd fatd de zero,
||dk|| # 0. Prima conditie inseamna ca aceasta trebuie sd faca un unghi ascutit cu

gradientul cu semn schimbat al functiei in punctul curent X, . Daca ¢, #0, vedem

ca a doua conditie face ca (1.1.2) sa se incadreze in principiul fundamental de
constructie a algoritmilor de analiza numerica, care recomanda ca o estimatie a
unei solutii a unei probleme sa se calculeze ca o mica modificare de mare
acuratefe a estimatiei anterioare.

Pentru demararea calculelor, metoda cere specificarea unui punct initial

X, . Punctul de plecare X, trebuie sa se afle in dom f si in plus multimea de nivel
constant
S={xedom f:f(x)<f(x)}

trebuie sa fie inchisd. Impunerea conditiei de inchidere a multimii S asigura

dom f . Dacd dom f =R", atunci conditia este satisfacutd pentru orice X, . Fie

p(a)= (X +ad,). (1.1.3)
Deci, acum problema este ca plecand din punctul X, sa se determine lungimea
pasului ¢, , in directia d,, astfel incat ¢(e, ) < ¢(0).

Daca ¢, se determind astfel incat functia f este minimizata in directia

d,, adica
f(x, +d,)=min f(x, +ad,) (1.1.4)
a>0
sau
p(a) =ming(a), (1.1.5)

atunci avem o cautare liniara exacta sau inca o cautare liniard optima, iar o, este

lungimea optima a pasului de deplasare.
Pe de alta parte, dacd «, se alege astfel incit se obtine o reducere

acceptabild a functiei obiectiv, adicd reducerea f(x )—f (X +¢d,)>0 este
acceptabila, atunci avem o cautare liniard inexactd, acceptabila sau aproximativd.

Mentionam ca deoarece 1n situatiile practice concrete, atat din considerente
teoretice cat si datoritd costului de calcul prohibitiv — deci din considerente
practice, marimea optimd a lungimii pasului, cu foarte mici exceptii (cazul
functiilor patratice de exemplu), nu poate fi determinata, rezultd ca de obicei se
utilizeaza o cautare liniard inexactd, care implementeaza algoritmi ce determind o
reducere acceptabila a valorilor functiei de minimizat. Este clar cd din punctul de
vedere al costului computational este mult mai bine s ne mulfumim cu o reducere
acceptabila a valorilor functiei de-a lungul directiei de cautare, decat cu reducerea
optimd (maximald). In principiu, structura unui algoritm general de directii
descendente este urmatoarea.
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Algoritmul 1.1.1. (Algoritm general de optimizare fira restrictii)

Pasul 1. | Inifializare. Se considerd un punct initial X, € R", precum si toleranta

de terminare a iteratiilor algoritmului de minimizare & suficient de
mica. Se pune k =0.

Pasul 2. | Se determina directia de descendenta d, .

Pasul 3. | Se calculeaza lungimea pasului ¢, astfel incat, de exemplu:

(% +ady) =min f (x +ad,),

sau utilizand conditiile Wolfe (cautare aproximativa).

Pasul 4. | Se pune

X =X+, d, .

Pasul 5. | Continuarea iteratiilor. Daca ||Vf (Xk+1)||S8, atunci stop; altfel se

pune K =Kk +1 si se continud cu pasul 2. ¢

Cateva precizari sunt necesare.

1.

Observam ca aceasta este structura generald a unui algoritm de determinare a unui
optim local al problemei (1.1.1). Determinarea optimului global este o problema mult
mai complicatd si incd nu avem la dispozitie algoritmi generali pentru rezolvarea

acestei probleme. Totusi, daci functia de minimizat f este convexa, atunci se

demonstreaza ci orice optim local al functiei f este de asemenea un optim global.

Referitor la initializarea algoritmului (vezi pasul 1), in general orice punct X, poate fi

acceptat ca punct initial. Pentru o problema concreta de optimizare fara restrictii un
astfel de punct initial se poate preciza din anumite consideratii fizice, ceea ce
constituie o foarte buni metoda de initializare. in general, pentru probleme de
optimizare (fard restrictii) de obicei odatd cu prezentarea problemei se furnizeaza si
punctul initial, care intr-un anumit fel sens va caracteriza performantele algoritmului
de optimizare utilizat. Cu alte cuvinte, algoritmii de optimizare fard restrictii se
comporta diferit la initializari diferite. Cel mai pregnant exemplu este metoda Newton.
Bine initializatd, adica initializata langa solutie, algoritmul este patratic convergent la
punctul de optim. Initializatd departe de solutie, metoda Newton poate fi divergenta.
Deseori, problemele sunt insotite de anumite ,,puncte patologice” care pun algoritmii
de optimizare in dificultati majore. Pentru cazul metodelor de optimizare fara restrictii,
in afara cazurilor practice cand din consideratii fizice se poate stabili un punct initial,

de obicei nu se utilizeazd o procedurd de initializare care sd determine punctul X;.

Aceasta practica se utilizeaza in cazul problemelor de optimizare (liniare sau neliniare)
cu restrictii pentru care se pot imagina proceduri foarte sofisticate de initializare.

Calculul directiei de descendenta dk, din pasul 2, este elementul care caracterizeaza
algoritmul de rezolvare a problemei (1.1.1). Altfel spus, metodele de optimizare se
clasificd dupa modul de generare a directiei dk. Cerinta minimald asupra directiei
dk este aceea de descendentd, adica directia trebuie sa fie astfel incat o mica deplasare

de-a lungul acesteia si conducd la reducerea valorilor functiei f. Conditia de
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descendentd este Vf (Xk)T d, <0. Aceasta se poate justifica foarte simplu prin
utilizarea aproximarii:
- T
f (% +ad)— f(x)=aVf(x)'d,
de unde vedem imediat ca negativitatea membrului drept din aproximarea de mai sus
garanteazd reducerea valorilor functiei de minimizat cind ne deplasdm cu un pas
suficient de mic & de-a lungul directiei 0, .

4. Determinarea lungimii pasului de deplasare ¢, din pasul 3 al algoritmului reprezinta
un element crucial in ceea ce priveste eficienta algoritmului de optimizare. Pentru
calculul lui ¢, se pot utiliza doud tehnici generale: cautare liniard sau metoda regiunii
de incredere. In esentd, metoda de cautare liniara este o problemd de minimizare uni-
dimensionald. Procedurile moderne se bazeaza pe o cautare liniara economica. Acestea
sunt descrise ntr-o serie de lucrari ca: Andrei [1999a (partea a 1V-a), 2009c], [Dennis
si Schnabel, 1983], [Peressini, Sullivan si Uhl, 1988]. Metoda regiunii de Tncredere
incearcd determinarea lungimii pasului printr-o procedura de cautare a acesteia intr-un
domeniu definit de parametrul regiunii de Tncredere.

5. Testul de continuare a iteratiilor din pasul 5 implicad utilizarea unor criterii de
convergenta care califica un punct ca solutia optima a problemei.

1.2. METODE DE DIRECTII DESCENDENTE

Algoritmul general de optimizare fara restrictii se concretizeazd prin precizarea
elementelor care-1 definesc, in special in ceea ce priveste directia de cautare a
optimului. Am vazut mai sus ci se cunosc sase metode generale de optimizare fara
restrictii. Metodele de cautare directd nederivative incearca determinarea punctului
de minim utilizand numai valorile functiei de minimizat. Desi aceste metode sunt
active (vezi de exemplu Powell [1998, 2000, 2001, 2002]), totusi acestea sunt
utilizate numai pentru situatia in care numarul de variabile este redus, expresia
algebrica a gradientului este greu de obtinut sau evaluarea gradientului este
consumatoare de timp. Detalii asupra acestor metode se pot gasi in Andrei [2009c].
In cele ce urmeaza vom prezenta pe scurt metodele de directii descendente care si-
au dovedit eficacitatea In ceea ce priveste rezolvarea problemelor reale de
optimizare fara restrictii.

1.2.1. METODA PASULUI DESCENDENT

Aceasta este una dintre cele mai vechi metode de optimizare farad restrictii fiind
propusa de Augustin Cauchy in 1848. Importanta ei este mai mult teoreticd decat
practica si intr-un anumit sens se afld la originea tuturor metodelor de directii
descendente. La fiecare iteratie directia recomandatd de metoda pasului descendent

este —Vf(X,), adica a gradientului cu semn schimbat al functiei de minimizat.
Iteratiile se calculeaza sub forma X, , = X, + &, d,, unde ¢, este lungimea pasului
de deplasare determinata din conditia de reducere a wvalorilor functiei
o () = T (X, —aVf(X,)). Metoda este foarte simplu de implementat, cerintele



¢ METODE DE DIRECTII DESCENDENTE ¢ 19

de memorie fiind de ordinul O(n), unde N este numarul de variabile ale functiei

f. Dacd o, este determinat prin cautare liniard exactd, atunci metoda pasului
descendent evolueaza in pasi perpendiculari. Adica, daca {Xk} este sirul de puncte
generat de metoda, atunci vectorul care uneste X, Cu X, ,, este ortogonal celui care

uneste X, CU X, ,. Aceasta comportare in pasi perpendiculari face ca metoda sa

fie lenta si deci computational ineficienta. Pentru cazul functiilor patratice convexe,
rata de convergenta este liniara. In general, rata de convergentd nu este mai mare

decat [(K—l) /(K+l)]2, unde x este numdrul de conditionare a Hessianului
functiei de minimizat [Andrei, 2004a]. O varianta a algoritmului este pasul
descendent relaxat in care X, =X, +6,,d,, unde 6, este o variabila aleatoare
uniform distribuita in intervalul [0,1] [Andrei, 2004c; 2005a,b]. In 1988 Barzilai si

Borwein au propus un nou algoritm de gradient descendent care pentru lungimea
pasului utilizeaza o aproximatie In doud puncte a ecuatiei secantei din cadrul
metodelor quasi-Newton. Utilizdnd o strategie de globalizare bazatd pe cautarea
liniard nemonotona, Raydan [1997] a aratat convergenta globald a acestui algoritm
pentru functii nepatratice. Utilizand cautarea liniard cu backtracking, metoda a fost
modificata si accelerata prin modificarea lungimii pasului ca in [Andrei, 2006a].

1.2.2. METODA NEWTON SI VARIANTELE SALE

Toate metodele Newton se bazeaza pe principiul de aproximare locala a functiei de
minimizat printr-un model patratic. In punctul X, de-a lungul directiei d, modelul

patratic al functiei f are expresia
f(x +d)=f(x)+g,d +%dTde, (1.2.1)

unde g, =VF(x.) si G, =V?f(x). Minimul membrului drept din (1.2.1) este

realizat de vectorul d, care minimizeaza functia patratica
1
m,(d) =g, d +EdTde. (1.2.2)

Deci, directia Newton d, satisface sistemul algebric liniar de n ecuatii cu tot
atatea necunoscute

G d=-g,, (1.2.3)
cunoscut ca sistemul Newton. Aceasta directie este bine definitd daca matricea G,

este nesingulard. Cand punctul initial X, cu care se demareazd calculele este

suficient de aproape de solutia X~ a problemei se demonstreaza ci metoda Newton
este patratic convergentd [Andrei, 2004a,b]. Aceasta inseamna ca numarul de cifre
semnificative precise din solutie se dubleaza la fiecare iteratie. Principalele
avantaje ale metodei Newton sunt:



20 + NECULAI ANDREI - METODE AVANSATE DE GRADIENT CONJUGAT ¢

1. Initializata intr-un punct suficient de apropiat de solutia optima si daca G,

este nesingulara, atunci metoda converge patratic la solutie.

2. Pentru functii patratice, metoda Newton furnizeazd o solutie exacta intr-0
singura iteratie.

3. Pentru componentele afine ale gradientului functiei de minimizat, la fiecare
iteratie, metoda este exacta.

Dezavantajele metodei Newton sunt:

1. Pentru multe probleme nu este global convergenta.

2. Lafiecare iteratie implica evaluarea Hessianului functiei de minimizat.

3. Implica rezolvarea la fiecare iteratie a unui sistem algebric liniar care poate fi
prost conditionat.

Aceste caracteristici ale metodei Newton se pot utiliza pentru elaborarea de noi

algoritmi de optimizare fara restrictii. Astfel, orice combinatie a urmatoarelor trei

tehnici poate constitui o modificare a metodei Newton:

1.  Introducerea la fiecare iteratie a unei cautiri liniare de-a lungul directiei
Newton, adica adoptarea iteratiei X,,, = X, +,d,,unde ¢, este lungimea
pasului determinatd printr-o procedura de cautare liniard. Aceasta este o
modificare de globalizare a metodei Newton.

2.  Considerarea la fiecare iteratie a unei aproximatii (simetrice si pozitiv
definite) a matricei Hessian, sau a unei aproximatii a inversei matricei
Hessian. Acestea au condus la metodele quasi-Newton.

3. Rezolvarea inexactd la fiecare iteratic a sistemului Newton, adica
determinarea aproximativd directiei Newton d, din sistemul Newton.
Aceasta a condus la metoda Newton trunchiata sau inexacta.

Mentionam faptul cd metoda Newton este foarte rar utilizata in aplicatiile practice

concrete. Mai importante sunt variantele acesteia pe care le vom discuta imediat.

Metoda Newton modificatd
Dacéd Hessianul G, al functiei de minimizat nu este o matrice pozitiv definita,

atunci vom considera o modificare a acestei matrice de forma E(X,) =G, + 1,
unde parametrul s, este ales astfel incat E(X,) sa fie pozitiv definita. Pentru a
determina g, observim ca pentru orice 1 >0, X' (G, +ul)= XTGkX—l—y”X”z.
Daca definim

fh = max, ‘XTka‘ , (1.2.4)
atunci se poate ardta ca [, este egal cu valoarea absolutd a celei mai mari valori

proprii a Hessianului functiei de minimizat. Daca g4, > f4, si X #0, atunci
X X ~
X" (G, + s )x =X MGk M+uk > X (<4 + 1) >0,

ceea ce aratd cd E(X,) este pozitiv definita.
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Metoda Newton discretd
Dupa cum se vede metoda Newton (standard) asa cum a fost prezentata, la fiecare
iteratie implica evaluarea a N functii (componentele gradientului) si N(N+1)/2

functii care definesc Hessianul G,. Metoda Newton discreta inlocuieste evaluarea
functiilor Hessianului prin determinarea unei aproximari prin diferente finite a
elementelor Hessianului. Fiecare coloand i a lui G, se poate aproxima prin
vectorul
g(Xk +hiei)_g(xk)
h

unde h, este un pas convenabil ales pentru a balansa erorile de rotunjire

(proportionale cu 1/h,) cu erorile de trunchiere (proportionale cu h.) [Andrei,
1999a, capitolul 15]. Tntr-o aritmetici exacti metoda Newton discreti converge
patratic la solutie daca fiecare h, tinde la zero odata cu norma gradientului. Totusi,

erorile de rotunjire limiteaza marimea lui h, si deci acuratetea solutiei. Cand
gradientul devine foarte mic este posibila o pierdere a acuratetei prin deteriorarea
numericd a numaratorului expresiei de mai sus. Deci, metoda Newton discretd nu
este recomandata pentru rezolvarea problemelor de mari dimensiuni, cu exceptia
cazurilor Tn care Hessianul are o structurd de matrice rard cunoscuta si aceastd
structura este utilizata in schema de aproximare a elementelor Hessianului.

Metoda Newton compusd
Dacd nu tinem seama de efortul de calcul implicat de evaluarea functiei f, a

gradientului g, si a Hessianului G,, atunci numirul de operatii algebrice pe
iteratie este de ordinul O(n®) fiind reclamat de factorizarea matricei G, sau a
unei modificari a ei G, + g |. Evident, pentru valori mari ale lui n factorizarea

este o problemd foarte serioasd. O tehnica de reducere a efortului de calcul pe
iteratic este datd de asa numita metoda Newton simplificata In care la fiecare

iteratie se rezolva sistemul algebric liniar V2 (X,)d, =—g, in privinta directiei
d,. Evident, in cazul metodei Newton modificate se rezolva sistemul
(V2 (%,)+ 14,1)d, =—g,. Observim ci metoda Newton simplificatd implica
factorizarea initiald a lui G, =V*f(X,) si apoi utilizarea acestei factoriziri de-a

lungul tuturor iteratiilor. Tn acest caz efortul de calcul este de ordinul O(n®)
operatii algebrice, dar pretul platit este ca algoritmul are o convergenta liniara.

Pentru a depasi situatiile extreme date de metoda Newton si metoda
Newton simplificatd este foarte natural sa imagindm o variantd a metodei Newton
care Intre doi pasi Newton considera M pasi Newton simplificati. Astfel, prin
metoda Newton compusd de ordinul M intelegem un proces iterativ in care pentru
1=0,1,...,m se rezolva sistemele algebrice liniare
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V2 (x)d, =—g(x, +d, +d, +..+d_,) (1.2.5)
in privinta lui d,, si estimatia solutiei de la pasul K +1se calculeaza sub forma
X =%+ (dy+d, +...+d), (1.2.6)

pentru k =0,1,.... Ortega si Rheinboldt [1970, capitolul 10] demonstreaza ca in
conditii standard metoda Newton compusa este superliniar convergenta. O varianta
interesanta este datd de metoda Newton compusa de ordinul 1 n care un pas al
metodei Newton este compus cu un pas al metodei Newton simplificate sub forma:

pentru k =0,1,... se rezolvi sistemul liniar V> f (x, )d, =—g(x,) in privinta lui
d,, dupa care se rezolva sistemul V*f (X, )ds =—g(X +d,) in privinta lui d
cu care se calculeaza urmatoarea estimatie X, , =X, + ¢, (dy +ds). Aceasta
variantd a metodei Newton compusa este atribuitd lui Traub [1964]. Ortega si
Rheinboldt [1970] demonstreaza convergenta cubici a acestei metode.

Metoda Newton compusa este eficientd mai ales pentru cazurile in care N
este mare si efortul de calcul pentru evaluarea functiei f este mic. O situatie de
acest fel este intalnitd in cazul metodelor de punct interior de urmarire a traiectoriei
pentru rezolvarea problemelor de programare liniara sau neliniard [Andrei,
1999a,b; 2009c].

Observam ca fiecare iteratic a metodei Newton compusa de ordinul m se
poate privi ca o iteratie majord si este rezultatul a (M+1) iteratii minore
(interioare). Numarul mediu de operatii algebrice pe o iteratie interioard este de
ordinul O((n*+mn?)/(m+1)). Vedem ca pentru m mare acesta este O(n?).
Mai mult, viteza medie de convergentd pentru iteratiile interioare este
(m+2)"™ " care pentru m mare tinde la 1. Deci, pentru valori mari ale lui m
metoda Newton compusa de ordinul M se comporta asemandtor metodei Newton
simplificate. Ca atare, implementarile eficiente In programe de calcul ale metodei
Newton compuse nu numai ca nu trebuie sa modifice pe M la fiecare iteratie, dar
trebuie sd mentind pe M relativ mic [Potra si Rheinboldt, 1986], [Potra, 1987].

Metoda Newton trunchiatd

Aceastd variantd a metodei Newton a fost introdusd de Dembo, Eisenstat si
Steihaug [1982] si a fost analizatd de Dembo si Steihaug [1983], Deuflhard [1990]
si implementatd in programe foarte sofisticate de Nash [1985], Nash si Sofer
[1990], Schlick si Overton [1987] si Schlick si Fogelson [1992a, b]. Ideea de baza
a acestei metode este ca departe de solutie nu este necesar sa rezolvam sistemul
Newton cu o foarte mare acuratete. Ca atare, iteratiile care definesc o solutie a
sistemului Newton se pot trunchia de indata ce s-a obtinut o solutie aproximativa a
acestui sistem. De aici provine si numele de trunchiatd Sau inexactd a metodei.

Deci pentru k =0,1,... se determina d, astfel incat

[V2 £ (x)d, + (x| < Ja(x). (1.27)




¢ METODE DE DIRECTII DESCENDENTE ¢ 23

dupa care se calculeaza urmatoarea estimatie X, ,, = X, + &, d,.
Problemele privind analiza acestei variante a metodei Newton sunt legate
de modul de definire a sirului de ,,fortare” {77k } Acesta lucreaza ca un ,,regulator”

care controleaza reziduul HV2 f(x)d, + g(Xk)H . Analiza datd de Dembo, Eisenstat
si Steihaug [1982] a condus la urmatorul rezultat. Fie f o functie continuu
diferentiabila si {7, } un sir de numere reale cu 0<7, <7 <1. Atunci metoda
Newton trunchiata, initializata intr-un punct aflat intr-o vecinatate a solutiei, care
genereaza sirul {Xk} definit de

V2 (x)d, =—g(X)+T,, (1.2.8)
unde

rk < —
= <N, Xy =X +d
”g(xk)” k k+1 k k

este bine definit si converge cel putin liniar la X". Daca {nk} converge la zero,
atunci {x} converge superliniar la x". Daca {n}=0(g(x)|"), pentru

0< p<1, atunci {X,} converge la X cu ordinul 1+ p.

Rezultatul de mai sus garanteaza convergenta patratici daca la fiecare
iteratie pasul Newton aproximativ d, verifica relatia

Hvz f(x)d, + g(xk)H <mi
<min{1, g (x)[}. 1.2.9
lo(x)] mln{ la(x )”} (1.2.9)

In practica deseori cantitatea din membrul sting din (1.2.9), numiti ,reziduu
relativ”’, este calculata in timpul rezolvarii aproximative a sistemului Newton.
Astfel (1.2.9) furnizeaza un criteriu convenabil de oprire a iteratiilor in procesul de
rezolvare a sistemului Newton. Una dintre cele mai bune metode de rezolvare
aproximativd a sistemului Newton este metoda de gradient conjugat
preconditionatd, pe care o vom prezenta cu detalii in capitolele urmatoare ale

acestei lucrari. Cea mai buna alegerea lui 77, este necunoscutd. Singura cerinfa este
ca 7, 0. Practic s-au utilizat urmatoarele doua alegeri: 7, =1/k sau
= ||g(xk)|| A doua alegere implica o convergenta patratica [Dembo si Steihaug,

1983]. In aplicatiile practice ambele aceste alegeri sunt implementate. Metoda

Newton trunchiatd cunoaste doua abordari.

A) Abordarea Schlick-Fogelson [1992a,b]. Rezolvarea aproximativa a sistemului
Newton (1.2.3) preconditionat, in care matricea Hessian este calculatd analitic
sau prin diferente finite.

B) Abordarea Nash [1985]. Aproximarea matricei Hessian utilizand actualizarea
BFGS si rezolvarea aproximativa a sistemului Newton corespunzator.



24 + NECULAI ANDREI - METODE AVANSATE DE GRADIENT CONJUGAT ¢

In ambele abordari rezolvarea aproximativa a sistemului Newton se face prin
metode de directii conjugate. O justificare a acestei selectii este data de faptul ca
metoda de directii conjugate are proprietatea ca modelul patratic asociat functiei de
minimizat In punctul curent este minimizat pe subspatiul generat de aceste directii.
In continuare sa prezentim un algoritm de tip Newton trunchiat in care la

fiecare iteratie externa se calculeazd o aproximatic B, a Hessianului printr-o
schema de actualizare de tip BFGS, de exemplu — cunoscuta ca abordarea Nash.

Algoritmul 1.2.1. (TN: Newton trunchiat general — Nash)
Pasul 1. | Inifializare. Se considera un punct initial X,. Se pune k=0. Se

selecteaza toleranta & de calcul a minimului functiei f, precum si
parametrii p si o din conditiile de cautare liniard Wolfe.

Pasul 2. | Se calculeaza: f(X,), g, =Vf(X,), precum si o aproximatic B, a
Hessianului V*f (x,) (de exemplu BFGS).

Pasul 3. | Se executa testul de oprire a iteratiilor. Daca ||gk ||oo < 8(1+| f (Xk)|)

sau ||gk||w < &, atunci stop, altfel se continua cu pasul 4.

Pasul 4. | Iteratiile interioare. Se calculeaza o solutie aproximativa d, a

sistemului B, d, =—0, data de algoritmul 1.2.2.

Pasul 5. | Determinarea lungimii pasului. Se calculeaza ¢, care verifica
conditiile Wolfe

f(x +ad)< f(x)+paVE(x) d,,

VI (%) d, 2 oV (%) d, .

Pasul 6. | Se calculeaza X, =X, +,d,, se pune K=Kk+1 si se continui cu

pasul 2. ¢

Tn pasul 4 al algoritmului 1.2.1, care implementeaza iteratiile interioare, directia
d, se calculeaza prin algoritmul de gradient conjugat in care B, actioneaza ca o

matrice de preconditionare.

Algoritmul 1.2.2. (Iteratia interioari: Gradient conjugat)

Pasul 1. | Se considera: d) =0, r,=-g,, P, =l si & =0 I, Se pune
i=0.

Pasul 2. | Se calculeazi ¢, =B, p,. Daci p,q <&d, atunci daci i=0 se

pune d, = p,, sau altfel daci i = 0, atunci se pune d, =d;, stop.
Pasul 3. | Se calculeaza:
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-
L r i1 ;
g=—r-, 4 =d+ap, §,=r-ag:
Pi G
f . i
Daci M <7, atunci se pune d, =d, si stop.
o
Pasul 4. | Continuarea iteratiilor de gradient conjugat. Se calculeaza
T
[l T 2
bi = I;T Il:r ’ pi+l = ri+l +b| pi ! 5i+l = riJrlriJrl + bl 5| !
il
se pune i =i+1 si se continud cu pasul 2. ¢

Alegerea sirului {77,} este una dintre cele mai dificile probleme din cadrul
algoritmului Newton trunchiat. Dembo si Steihaug [1983] demonstreaza ca daca

 =mind L g, 1,
d K

unde O<t<1 atunci metoda Newton trunchiatdi converge cu o rati de
convergentd de ordinul O(1l+t). Aceasta alegere a sirului {nk} conduce la un
algoritm adaptiv pentru rezolvarea problemei de minimizare a functiei f. Cand
suntem departe de solutie ||gk || este mare si ca atare criteriul ||r, +l|| <1, ||gk|| cere
un efort de calcul redus. Cand g, =0, ceea ce implica 7, — 0, criteriul de

oprire a iteratiilor interne ||r, +l|| <7 ||gk || forteaza ca directia data de algoritmul de

gradient conjugat 1.2.2 sa fie apropiata de directia Newton atat ca modul cat si ca
directie propriu-zisd. Aceasta asigurd convergenta ,,aproape patratica”. Observam
simplitatea algoritmului 1.2.2. Acesta nu implica decat produse scalare si un produs
matrice-vector, Tn care apare aproximarea B, a matricei Hessian.

1.2.3. METODE QUASI-NEWTON

Sa notam cu d,' directia Newton, adica d,' =—V*f(x,)™"g,. Un rezultat clasic,
foarte important, stabilit de Dennis si Moré [1974, 1977] aratd cd algoritmul
X1 = X, + &, d, este superliniar convergent daca §i numai daca

o, d, =d +o(fd,]). (1.2.10)

Deci, pentru a atinge o viteza maritd de convergenta este necesar ca algoritmul sa
aproximeze asimptotic pasul Newton. Acesta este principiul lui Dennis si Moré.
Problema este cum putem face aceasta fard a evalua la fiecare iteratie matricea
Hessian. Raspunsul a fost dat de Davidon [1959] si apoi dezvoltat si popularizat de
Fletcher si Powell [1963]. Ideea este de a demara calculele cu o aproximare
oarecare a matricei Hessian si la fiecare iteratie sd se actualizeze aceasta matrice
prin utilizarea curburii problemei masurata de-a lungul directiei de deplasare.
Facuta cu grija aceastd actualizare conduce la metode deosebit de eficiente si
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robuste, cunoscute sub numele de metode quasi-Newton sau inca metode de
metricd variabila. Detalii asupra acestor metode se gasesc in [Andrei, 2009c].

Aceastd schema computationald a fost una novatoare care a revolutionat
domeniul optimizarii fara restrictii, furnizand o alternativa foarte serioasda pentru
metoda Newton. De-a lungul timpului s-au propus mai multe variante de metode
quasi-Newton, dar din 1970 s-a observat ca, in general, metoda BFGS (Broyden,
Fletcher, Goldfarb, Shanno) este cea mai buna. Algoritmul metodei BFGS este
urmatorul.

Algoritmul 1.2.3. (Algoritmul BFGS)

Pasul 1. | Inifializare. Se considera un punct initial X, € R", o matrice simetrica

si pozitiv definitd B,, care aproximeaza intr-un anumit sens matricea

Hessian, precum si toleranta de terminare a iteratiilor algoritmului de
minimizare ¢ suficient de mica. Se pune kK =0.

Pasul 2. | Se determind directia de cautare d, ca solutie a sistemului

Bkdk =—0-

Pasul 3. | Se determina lungimea pasului ¢, si se calculeaza X, = X, +¢,d,

Pasul 4. | Se testeazd un criteriu de oprire a iteratiilor. De exemplu daca
IVE (X.1)|| < &, atunci stop.

Pasul 5. | Se actualizeazi aproximatia matricei Hessian B, sub forma
T T
B —B — B, S, S By 4 DK
k+1 — =k T B T !
S« BeSe Vs
unde S, =X ,—X si Y.=0.,—0. Se pune k=Kk+1 si se

continud cu pasul 2. ¢

(1.2.11)

Observam ca cele doud matrice de corectie care apar in (1.2.11) au fiecare rangul
unu. Ca atare, teorema de deplasare a valorilor proprii [Wilkinson, 1965] ne arata
ca prima matrice de corectie de rang unu care se scade, descreste valorile proprii —
zicem ca le deplaseaza la stanga. A doua care se aduna deplaseaza valorile proprii
la dreapta. Deci, trebuie sa existe un anumit echilibru in ceea ce priveste deplasarea
valorilor proprii, altfel aproximatia (1.2.11) ar putea deveni fie singulara, fie
arbitrar de mare ceea ce conduce la esecul metodei. Convergenta globala a metodei
BFGS se obtine din studiul acestor deplasari ale valorilor proprii. Utilizand
operatorii urma si determinantul unei matrice, Powell [1976] a masurat efectul

celor doud matrice de corectie asupra lui B, aratind ca dacd f este convexa
atunci pentru orice matrice simetrica si pozitiv definita B si orice punct initial X,

metoda BFGS realizeazd liminf, ||gk || =0. Daca in plus sirul {Xk} converge la

o solutie a problemei in care Hessianul este o matrice pozitiv definitd, atunci rata
de convergenta a metodei este superliniara.
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Analiza lui Powell a fost extinsa de Byrd, Nocedal si Yuan [1987] la clasa
Broyden a metodelor quasi-Newton in care (1.2.11) este Tnlocuit de o expresie ceva
mai generala:

BB, Y

+®(s B,s, )V, V., 1.2.12
S'kerSk y;’sk ( k =k k) k Yk ( )

Bk+1 = By

unde scalarul ® <[0,1] si
= Y _ﬂ
eSSBS,
Daca in (1.2.12) consideram ® =0, atunci obtinem metoda (sau actualizarea)
BFGS, in timp ce ® =1 furnizeaza metoda DFP (Davidon, Fletcher, Powell).
Pentru cazul problemelor convexe, Byrd, Nocedal si Yuan [1987] au demonstrat
convergenta globald si superliniard a tuturor metodelor din clasa Broyden cu
exceptia metodei DFP. Modul de abordare esueaza cand ® =1 si lasa cazul

nerezolvat. Studiile numerice intensive au aratat ca metoda quasi-Newton BFGS
este cea mai buna in clasa Broyden.

vV, (1.2.13)

Metoda quasi-Newton cu memorie limitatda
Metoda quasi-Newton cu memorie limitata se referd in principal la metoda BFGS

cu memorie limitatd. Ideea este ca in loc de a memora matricele H, care

aproximeazad inversa matricei Hessian, se memoreaza un anumit numar m de
perechi de vectori (S;,Y;) care le definesc. Produsul H, g, care defineste directia
de cautare este obtinut prin executarea unui numar de produse scalare care implica
vectorul g, si cele mai recente m perechi de vectori (S;,Y;). Dupa calculul unei
noi iteratii, cea mai veche pereche din multimea perechilor (S;,Y;) se elimina si
una noud este adaugata. Astfel, algoritmul intotdeauna pastreaza cele mai recente
m perechi (S;,Y,) cu care se construieste aproximarea inversei Hessianului la

iteratia urmatoare.
Sa detaliem procesul de actualizare cu memorie limitatd. Presupunem ca

iteratia curentd este X, si se dispune de m perechi (S,,y,), i=k—m,...,k—-1.
Pentru inceput, asa dupa cum a recomandat Oren si Spedicato [1976], se formeaza
matricea ,,initiala” Héo) =71, unde

T
_ Sk

RS
Pentru K+1>m actualizarea H,, se calculeaza astfel:
Hia = (VkTVkT—l T 'VkT—m+1) H |£0) Memar = ViaVe)
O ma M Vi 28 meaSeomi Vicmez Vi)
P mi2 (VkT i 'VkT—m+3)Sk—m+ZS;—m+2 (Vk—m+3 . 'Vk )

’ (1.2.14)
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+ cose
+0 —1VkT Sk—ls-kr—lvk
+0,5S » (1.2.15)
unde
V. =l-pys si _ L
K P Y« Pk y{ 3 .

Formula de actualizare (1.2.15) este cunoscuta ca formula L-BFGS. Nash si
Nocedal [1991] arati ca valorile lui m din intervalul 3<m <7 dau cele mai bune
rezultate. Algoritmul acestei actualizari este urmatorul.

Algoritmul 1.2.4. (Algoritmul general L-BFGS cu actualizarea matricei H, )

Pasul 1. | Inifializare. Se alge X, € R", parametrul m, si matricca H, € R™",

precum si toleranta & >0 de oprire a iteratiilor. Se pune k =0.

Pasul 2. | Daca ||g, | < &, stop.

Pasul 3. | Se calculeaza:

d, =—H,9,,

X1 =% + oy
unde ¢, este lungimea pasului de deplasare, determinatd prin cdutare
liniard exactd sau inexacta (de exemplu Wolfe).

Pasul 4. | Fie =min{k,m—1}. Daca ys, <0, atunci punem H,,, =1 (pasul
descendent) si elimindm toate perechile (S;,Y;), i =k—m,...,K. Daca
yes, >0, atunci punem

Heo = (VkTVkT—l T 'thm) Ho M - ViaVi)

T T T
P Vi Vi) SccnSken Vi = Vi)
+ cose
T T
+0c Vi Sk 1Sk Vi

y
+0SSk -

Pasul 5. | Punem k =k +1 si se continud cu pasul 2. ¢

Metodele quasi-Newton cu memorie limitata se pot privi ca extensii ale metodelor
gradientului conjugat in ceea ce priveste accelerarea convergentei acestora.
Principalul avantaj al acestor metode constd in faptul ca utilizarea memoriei poate
fi controlatd de utilizator. In acelasi timp, metodele quasi-Newton cu memorie
limitatd se pot privi si ca metode quasi-Newton in care utilizarea memoriei este
restrictionatd. Simplitatea acestor metode se manifestd in aceea cd acestea nu
implicd cunOasterea structurii matricei Hessian, sau a separabilitatii acesteia.
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Metoda quasi-Newton partitionatdi
Griewank si Toint [1982a] au demonstrat ca orice functie f cu Hessianul matrice

rara este partial separabila, adica se poate scrie sub forma:
ne
f(x)= z f,(x), (1.2.16)
i-1

unde fiecare din cele ne functii ,.elementare” f, depind numai de cateva variabile.

Aceasta constituie fundamentul pentru asa numitele metode quasi-Newton
partitionate pentru optimizare de mari dimensiuni. Ideea care sta la baza acestei
metode este de a exploata structura partial separabild (1.2.16) si de a actualiza o

aproximatie B; a Hessianului fiecarei functii elementare f,. Aceste matrice se pot

asambla pentru a defini aproximatia B, a Hessianului functiei f. Complicatia cu

aceastd abordare este ca chiar daca V> f (X*) este pozitiv definitd, cateva functii

elementare pot fi concave, astfel incat metoda BFGS nu poate fi intotdeauna
aplicatd. Directiile de cautare in cadrul metodei Newton partitionate sunt
determinate ca solutii ale sistemului liniar

[Z B;jdk =-0,, (1.2.17)

in interiorul unei regiuni de Incredere, utilizind o iteratie de gradient conjugat
trunchiatd. Dacd se detecteaza o directie de curburd negativa, atunci iteratiile de
gradient conjugat sunt oprite (in aceasta consta trunchierea) si d, este selectat ca
aceasta directie de curbura negativa.

Metodele quasi-Newton partitionate lucreazd bine in practica si reprezintd o
contributie importantd in domeniul optimizarii neliniare. Multe probleme practice
sunt formulate ca in (1.2.16), sau se pot transforma la aceasta structura. In cazul
problemelor convexe convergenta globala a acestor metode este similard cu a
metodei BFGS, tot ceea ce trebuie sa presupunem este convexitatea tuturor

functiilor elementare f;. In aceastd ipoteza, Griewank [1991] arati ci metoda

quasi-Newton partitionata este global convergenta chiar daca sistemul (1.2.17) este
rezolvat inexact.

1.2.4. METODA REGIUNII DE INCREDERE

Dupa cum am vazut, ideea pe care se bazeaza metoda Newton este de a aproxima
functia de minimizat f(X) n jurul punctului curent X, printr-un model patratic

q®(s) = f(xk)+g[s+%sTGks, (1.2.18)

si de a utiliza minimul S, al lui Q' (s) pentru a defini urmitoarea aproximatie a

minimului X~ sub forma
Xes1 = X + ;. (1.2.19)
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Astfel proiectatd metoda garanteazd numai convergenta locald, adica daca S este
suficient de mic, atunci metoda este global convergenta. Prin introducerea cautarii
liniare metoda devine global convergenti. In acest context, vedem ci metoda
Newton este o compunere de doud aplicatii. Prima utilizeazd modelul patratic

q(") (s) pentru a determina o directie de cautare. A doua calculeaza o lungime
convenabild ¢, a pasului de deplasare de-a lungul acestei directii. Desi acest mod

de abordare este foarte bun asigurand o bund ratd de convergenta atit pentru
metoda Newton cat si pentru variantele ei, totusi aceasta nu utilizeaza suficient de
bine modelul patratic. Cu alte cuvinte, modelul patratic nu este utilizat in
determinarea lungimii pasului. Pe de alta parte, dupa cum am vazut, acest mod de
operare esueaza dacd Hessianul nu este o matrice pozitiv definita.

Metoda regiunii de incredere nu numai ca inlocuieste cautarea liniara
pentru a obtine convergenta globala, dar depaseste problemele cauzate de nepozitiv
definirea matricei Hessian. Tn plus, aceasta produce o reducere mult mai pronuntati
in valorile functiei de minimizat decat o face cautarea liniara.

In metoda regiunii de incredere pentru inceput se defineste o regiune n
jurul punctului curent

O, ={x:|x=x[ <A}, (1.2.20)
unde A, este raza regiunii Q,, in care existd increderea cd modelul patratic
q(k) (S) constituie o0 buna aproximare a functiei f. In continuare se determina un
pas S, care aproximeazd minimul modelului patratic q“)(s) in regiunea de
incredere de mai sus. Cu alte cuvinte, se determina S, astfel incat X, +S, este cea
mai buna aproximatie a minimului lui q(k’ (S) pe sfera generalizata

(X +s:s|<A} (1.2.21)
centrata in punctul X, de razd A,. Daca pasul S, nu este acceptabil, atunci se

reduce raza regiunii de incredere si se procedeaza ca mai sus pentru a determina un
nou minim n noua regiune de incredere. Observam ca astfel definitd metoda retine
rata de convergentad locala rapida a metodelor Newton sau quasi-Newton avand in
acelasi timp proprietatea de convergentd globald. Deoarece pasul este restrictionat
la regiunea de incredere, metoda se mai numeste metoda pasului restrictionat.

Cu acestea, un model al subproblemei metodei regiunii de incredere este

minq®(s) = f(x,)+0,s +%ST B,s
referitor la (1.2.22)
Isfl <A
unde A, >0 este raza regiunii de incredere si B, este o aproximatie simetrica a
matricei Hessian G,. De obicei, n problema (1.2.22) se utilizeazd norma |,

(norma euclidiand), asa incat S, este minimul lui q(k’(s) pe sfera centratd in X,
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deraza A,. Daca se utilizeaza alte norme, atunci se obtin alte forme ale regiunii de

incredere. Daca in (1.2.22) se pune B, =V*f(X,), atunci se obtine chiar metoda

Newton a regiunii de incredere.
Astfel prezentatd, metoda regiunii de incredere ridicd mai multe chestiuni:

cum se alege A, , cum se rezolvd subproblema (1.2.22), care sunt criteriile de
oprire a iteratiilor, etc. detalii descrise Tn [Andrei, 2009c].

1.3. STUDIU NUMERIC (NEWTON TRUNCHIAT
VERSUS L-BFGS)

Tn aceasta sectiune vom prezenta un studiu numeric Tn care vom detalia profilul de
performantd Dolan-Moré [2002] al algoritmului Newton trunchiat in abordarea B a
lui Nash in comparatie cu algoritmul quasi-Newton BFGS cu memorie limitata
(LBFGS). Metoda Newton trunchiata este implementata in pachetul TN elaborat de
Nash [1985]. Metoda quasi-Newton BFGS cu memorie limitata (LBFGS) este
prezentatd de Liu si Nocedal [1989] si implementati de Nocedal [1980]. in LBFGS
conditiile Wolfe de cautare liniard sunt implementate in maniera datd de Moré si
Thuente [1990, 1992, 1994]. Detalii privind pachetele TN si LBFGS, modul de
utilizare a acestora, precum si experienta computationald cu aceste pachete se
gasesc in lucrarile [Andrei, 2007k] si respectiv [Andrei, 2008r].

Pentru aceasta consideram un set de 75 de functii de test, In forma
generalizatd sau extinsa [Andrei, 2008d]. Pentru fiecare functie consideram un
numar de 10 experimente numerice n care numarul de variabile este crescator:
n =1000, 2000, ...,10000. Deci in total rezolvam un tren de 750 de probleme de

test de optimizare fara restrictii. Toti algoritmii sunt implementati in Fortran si
utilizeaza aceeasi procedura de determinare a lungimii pasului datd de conditiile
Wolfe, precum si acelasi criteriu de oprire a iteratiilor care se refera la norma

infinit a gradientului: ”gk”w <10°®. Numirul maxim de iteratii admis de fiecare

algoritm este limitat la 10000. Tn acest studiu numeric vom compara LBFGS pentru
4 valori ale parametrului m cu TN. Din cele 750 de probleme le retinem numai
acelea pentru care diferenta dintre valorile optime ale functiei obiectiv, determinate

de fiecare algoritm in parte, este mai mica decat 10°°, adica daca f"°**° si f™

i=1...,750, determinate de algoritmul

LBFGS si respectiv TN, atunci In comparatiile numerice vom retine numai acele

sunt valorile optime ale functiei f;,

experimente numerice pentru care | f.-°7*° — ™/ <107,

Figurile 1.3.1 — 1.3.4 arata profilurile de performantda Dolan—-Moré [2002] ale
acestor algoritmi. In figura 1.3.1 vedem profilul de performantd al lui LBFGS
(m=3) versus TN. In tabelul din aceasti figuri vedem ci din cele 682 de
probleme care satisfac criteriul de mai sus, din punctul de vedere al timpului de
calcul, algoritmul LBFGS (m = 3) a fost mai bun in 470 de probleme.
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Fig. 1.3.1. Profilul de performanti L-BFGS (M = 3) versus TN (Newton Trunchiat).
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Fig. 1.3.2. Profilul de performantd L-BFGS (M = 5) versus TN (Newton Trunchiat).
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Fig. 1.3.3. Profilul de performanti L-BFGS (M = 7 ) versus TN (Newton Trunchiat).
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Fig. 1.3.4. Profilul de performanti L-BFGS (M = 9) versus TN (Newton Trunchiat).
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Algoritmul TN a fost mai bun in doar 105 probleme, ambii algoritmi au realizat
acelasi timp de calcul in 107 probleme.

Din punctul de vedere al iteratiilor si al numarului de evaluari ale functiei de
optimizat si a gradientului ei, vedem c& metoda TN este mai bund. Din figura 1.3.1
notdm ca referitor la numarul de iteratii algoritmul TN a fost mai bun in 418
probleme, adicad pentru 418 probleme din cele 682 algoritmul TN le-a rezolvat intr-
un numdr de iteratii mai mic decadt LBFGS (m=3). Metoda TN cere mai putine
iteratii, dar timpul de calcul pe iteratie este mult mai mare.

Partea din stdnga din figurile de mai sus aratd procentajul din problemele
considerate in acest studiu pentru care un algoritm a fost mai bun. Partea din
dreapta aratd procentajul problemelor care au fost rezolvate cu succes de fiecare
algoritm in parte. Curba superioard corespunde algoritmului care a rezolvat cele
mai multe probleme intr-un timp de calcul care este un multiplu al celui mai bun
timp de calcul. Vedem c4, cel putin pentru acest set de probleme de test, in privinta
timpului de calcul, algoritmul LBFGS pentru toate cele 4 valori ale lui m este
superior algoritmului TN. Diferentele intre acesti doi algoritmi sunt semnificative.
Este important de observat faptul ca valori mari ale lui m nu conduc la o crestere a
performantei metodei quasi-Newton cu memorie limitatd LBFGS. Cresterea

numarului de perechi (S;,Y;) implica un timp de calcul mai mare Tn implementarea
lui (1.2.15). Aceasta aratd ca metoda LBFGS are un anumit caracter conservativ in
sensul ca in produsul —H,,,g, ., care defineste directia d,,, nu este nevoie de

toata actualizarea inversei matricei Hessian, cateva perechi de vectori (S,,Y;) sunt

suficiente.

In capitolele urmatoare ale acestei lucrari vom utiliza In mod constant acesti
algoritmi Tn sensul de a prezenta profilurile de performantd Dolan-Moré ale
algoritmilor de gradient conjugat versus LBFGS si TN.



