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Avant — propos

Ce recueil s’adresse en priorit¢ aux étudiants de 1’enseignement supérieur
s’intéressant au domaine de la mécanique. Il est particulierement destiné aux
étudiants de Master Recherche (Master 2™ année), derniére année d’école
d’ingénieurs, chercheurs et plus généralement a tous ceux qui souhaitent
approfondir leur maitrise des lois de comportement des matériaux et leur utilisation.

Ce livre n’est pas un catalogue d’exercices et de problemes « classiques » avec
solutions, bien que certains des textes choisis soient des épreuves d’examen de
Master, d’Ecoles d’ingénieurs (derniere année) ou bien de concours. Son but est
surtout de faire comprendre au lecteur comment aborder une modélisation et
comment traiter un probleme. On donne donc des énoncés et des solutions
détaillées, en s’affranchissant des calculs ennuyeux qui rebutent parfois le lecteur
s’il n’est pas accompagné.

Sur le plan pratique, le lecteur sera conduit par les textes proposés, a s’exercer aux
mathématiques appliquées (indices muets et francs, calcul vectoriel, résolution
d’équations différentielles et aux dérivées partielles, calcul d’intégrales multiples,
de transformée de Laplace-Carson et retour a ’original...). D’usage courant en
mécanique des milieux continus, la notion d’indices muets et francs (ou notation
d’Einstein) est rappelée et fait I’objet d’exercices. Ce chapitre est suivi de la notion
de puissance virtuelle qui permet de formuler aisément les équations de mouvement
et les conditions aux limites d’un probléme donné. Puis vient en troisiéme lieu la
thermomécanique et la notion de loi de comportement. Ce chapitre clef est suivi du
classique comportement élastique et thermo-élastique avant de se pencher sur la
viscoélasticité. La variable temps est alors partie prenante dans ce comportement ou
les premieres non-linéarités de comportement dues aux effets du temps
apparaissent. L.’ensemble se termine par les comportements, plastique, élasto-
plastique, viscoplastique et plus généralement les couplages de comportements
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allant jusqu’a la prise en compte de I’endommagement au sens de la
microfissuration de 1’élément de volume des milieux continus.

Toutefois, le lecteur qui souhaiterait approfondir ces connaissances pourra se
reporter avec profit au cours de référence’. Les chapitres sont précédés d’un résumé
des connaissances nécessaires pour aborder les questions développées. Ainsi ce
recueil est-il rendu autonome.

Les auteurs recevrons volontiers les critiques et suggestions des utilisateurs,
étudiants ou enseignants. Malgré le soin apporté a la rédaction et a la relecture de
I’épreuve, des erreurs de calculs peuvent malheureusement s’étre glissées. Nous
serons reconnaissant aux lecteurs indulgents et a ceux qui voudront bien nous les
signaler.

Si ce recueil aide le lecteur a aimer et a dominer la thermomécanique des milieux
continus nous en serons récompenses.

Les auteurs

' Thermomécanique et modélisation du comportement des matériaux par
Alain GERARD, Céline GERARD, Olivier CAHUC, Miron ZAPCIU, Claudiu BISU
Edituria Academiei Oamenilor de Stiinta din Romania, 2012

ISBN-978-606-8371-19-1
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1. Convention de sommation : indices muets et
indices francs

Rappels

Soit une base ki,k2,ks (ou ki . i =1, 2, 3) orthonormée directe. Cela signifie que
];i];j =0, (6,=0,sii=j, 6, =1,sii=j); §, estle symbole de Kronecker, c’est

aussi I’élément de la matrice unité.

Indice franc, indice muet

Ayant fait choix d’une base orthonormée dans I’espace a trois dimensions E, il est
possible d’écrire tout vecteur A de E sous la forme :

A=Ak +Ak +Aks = Ak (1),

A, sont les composantes de A dans la base E, A estla i*™ composante du vecteur

A . Dans ce cas i est un indice muet. Un indice non muet est un indice franc ; il
ne peut apparaitre qu’une seule fois dans un méme mondéme. Ainsi dans la
formule :

i est un indice franc alors que j est un indice muet. Il faut toujours prendre soin de
désigner un indice muet par une lettre différente de celles utilisées pour des indices
francs. Evidemment deux indices muets intervenant dans un méme mondme
doivent nécessairement étre désignés par deux lettres différentes et différentes
également des lettres utilisées pour les indices francs comme dans :

A = PUQ jka (2).

Tout indice littéral répété deux fois dans un méme mondme signifie que ce
mondme doit étre remplacé par la somme des trois termes obtenus en donnant a cet
indice successivement les valeurs 1, 2 3 (cf. la relation (1)).
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Les lettres qui représentent des indices muets n’ont donc aucune importance de
sorte qu’il est toujours possible de changer ces lettres sans changer le sens d’une
expression. Ainsi peuvent é&tre échangés les indices j en [/ et £ en m dans
I’expression (2) qui devient: A =P,Q, C, et garde la méme signification
(sommation sur / et sur m). En revanche 1’indice i de part et d’autre de 1’égalité ne
doit pas étre modifié.

La convention de I’indice muet est dite aussi convention d’Einstein.

Dérivées partielles

af

Soient les variables indépendantes x,,x,,x;,¢ la notion de dérivée partielle —,

0x;

notée également f,, est la i"™ composante du gradient de f qui est parfois notée

d.f ou V,f. Ainsi le gradient du champ des déplacements u de composante u, est

not¢ u,;. Le gradient associé a une fonction scalaire f est définit par:

gradf = fi.lzi .

La divergence d’un vecteur u(x,?)se note : divu=u,, .

Symbole :;

- .. . . de 1,2,3
+1;s1 i,j,k permutation paire €235
Eijk = -I;st i, ],k permutation impaire de 1,2,3 £3135eee -
0;si  di,j,k pest pas une permutation de 1,2,3 €135

Le rotationnel d’un vecteur u(x,f) s’écrit: rot[u(x,t)]=svkuk,jki. La i™

. P . B _
composante du rotationnel s’écrit rot [u(x,t)]i =E,l ;.
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Produit vectoriel

La i"™ composante du produit vectoriel de a par b s’écrit : (a A b) EpgoD,-

La i°™ composante du double produit vectoriel [;1 A (l; A 2)] s’écrit :

glm ipg~"p©qlm ipqg© qlm™p

(I;AE) =¢,.b.c, et[a/\(l;/\g)]i g a¢, bc =€ ¢.abc,.

Produit mixte
[Zz.(BAE)] =g abc
Exemples simples d’utilisation de la convention d’Einstein

d;=3, 8,6, =3 (car §,estnonnulsii=p);

0,v, =0V +6,v, +63v3=v;, 6,0,0,6,=0; ;

ip~pqqrrj ij 2

0, W, 3uw;

l_/kalpajqakr =&

. C o
si k=r) ; ce qui peut aussi s’écrire : £

sgr (€ar o, estnonnul sii=p, 6, estnonnulsij=gq, 0,, est non nul

r

d.jfj =T, (latracede T') ;

EpiEmgr = 0,04 — 0,0, (sommation sur un indice);
g, £, =20, (sommation sur deux indices);

=6 (sommation sur trois indices);

mnr mnr
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Exercices

Exercice 1

Soit la matrice [A] d’éléments a;; établir la relation : &, dét[A]=¢, a,a,a
Solution

a b ¢

4, 4y A
dét[ A]= a.(b A c) = a, G, G , (b A c)i =£,,4,,0,35

[a.(b/\c)]=£l~pqailap2aq3=£l-jkai1aj2ak3 (car p et g sont des indices

changeables en j et k) d’ou :

dét [A] = &,0;)d ;3 , OU encore eijkdet[A] =£,,0,0,04, .

rqr ]

Nous remarquons que : £ljk£ljkdet[A] = Eik€ pgrAip@ ;g » MAIS 5 E

dét[A]= égijks a, .

pqraipajq

Exercice 2

Démontrer a 1’aide de la convention d’Einstein que :

1ot (rot 4) = grad(divA) - A4

=6donc :

qj rk *

muets
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Solution

A

= &,,,£,; A jn - Par ailleurs, nous avons vu

ijk

im

i) e 5. () .

que : g€, =06,0,, —0,0

imEie = 0,0, ,; (nous avons mis ’indice muet en téte et fait une

permutation circulaire) d’ou :
EanEinArim = (0,0, = ,0,,) A

ilm® ijk 1~ mk

=00, A, . —-0,0 A . ;l'indice muet prend la

k,jm [ mk* "k, jm tk~mj* Tk, jm 2

= Ak,,k -A . =

valeur de I’indice franc d’ou il vient : ¢,,¢,A L

ilm%ijk* "k, jm

[E(EZ)L =A A= (div [X])z —AA, ; d’ou la relation proposée.

Exercice 3

Démontrer que :

. div(E(Z)) -0,

AN E) = AdivB - BdivA + (E.grad)z - (Z.grad)g,

ANE)=BroiA-Aroib,

— —_

. ng(ZB) = (Z.ﬁ)§+(§.grad)2+ﬁ AE(E)H_TS’A rot(A).

Solution

=A

v ki relation symétrique et

. div(rT;i(X)) = (80 Ac), = 8uAry or A

i

sommation sur i et surjd’ou : div(;i(z))_ =0.
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div( f2)=( JA), = A+ fA, dou: div( fZ)=ng1( f)A+ fdiv(Z).

(gr—adf)l = f:i = Bi et T()t(u)l = 8ijkuk,j = Tm(ﬁ)l = 8lmiBi,m = 8lmi-f,‘mi or fmi

est symétrique en m et i, d’ou le résultat : 7ot( gradf ) =0

(Z A E)l = sijkajbk =M., [f()l(ﬁ)]l = €M 1y = Eimi€iji

(a jbk) et
EimE = 0,04~ 8,0, = [Tot(ﬁ)]l = (8,0, ~ 0,8, )@t +ab,,,) =

I:FOt(M):I = al mbm + albm m am mbl - ambl m =
/ 5 B § p

[@(M)]l = aldivl‘é - b,divz +a,,b,—a,b,, or: [(Zgrm)ff]l =AX,;

m

= a,b,,, = [(Z.grad)l‘é]l et b,a,, = [(EM)Z]I , d’ou le résultat
demandé.

(Z A E), =¢ab, =M, div(ﬁ) =M, =¢, (ajbk)i : (ajbk ),[ =a; b, +ab,,
= [div(g A E)] =¢,a,.b, +¢&,a,b. ;. Nous avons aussi :

@(Z)]k =&, =€l [E(E)] =¢&,b,, =-€,b,, d’ou:

L J

div(AnB)|=[roi(4)] b, - [r—or(ﬁ)]j a,=B.rot(A)- Arot(B).

grad(AB)| =(AB), = A,B,+B A,

J

= ¢,A%,,B,,=(6,0,-6,0,)AB,, =

ip~jq q - Jjp

=A, (B< . —B; ) Il est aussi possible d’écrire de ce qui précede:

grad AB)] ~A,B+AB,=AB, +BA +A(B, -B )+B,(A, -4,

comme A;B; ; = [(A grad) ] et BjA; ;= [(B grad)A] le résultat est établi.
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Exercice 4

Soit I’équation donnant les valeurs propres du déviateur des contraintes =” :
¥ —ax+b=0 (1).

1°) Donner une interprétation du coefficient a (a>0).

2°) Si x =kcosa , montrer qu’il est possible de choisir & tel que (1) < cos3a=K .

3°) Déterminer ket K (K <1).

Solution

La mise en évidence des invariants d’un tenseur L peut se faire par I’intermédiaire

du polynome caractéristique ou relation de Cayley-Hamilton :
A+ LA -L,A+L, =0 avec:

L =L;=0,+0,+0;=0,L; (1¥ invariant),

8.0, )L L. (2°™ invariant),

ip“ja ~ “ig ]P) ip™iq

L= %(L,.,.ij ~LyL;)= %(5 S

ijk™ pgr—ip~—jq

1 Sme - .
L, =dét(15)=gg. e L L L. (3 invariant).

Par ailleurs A est valeur propre de L si A est racine de I’équation :

0 o1, o5
de'z(L,,-;La,,)=o (2). Comme 2 =| o), 0 o0y [,(2) =

o3 03n 0

3 2 2 2 L2 2 2 _
-A —)L(aw+a23+alz)+2012a23013=O donc: a=o0,+0,+0, =1, >0

= i

e . 1
{deuxieéme invariant de ZD, 1, =5(s--s- sl-jsl-j) },

b=20,,0,,0,, = I; {troisicme invariant de ED, I; = de’t(sij) }.
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2°) Avec x =kcosa, il vient (1) < k’cos’ o —akcosa+b=0, or

3 2
4cos’ o =3cosa+cos3a = Zcos3a+kcosa[7—a]+b =0, le deuxiéme

2
terme est nul si : a=%=l2 = cos3a=—i—[; (3).

3°) (3) = k=2\/£ etK=ﬂ I3y=cos3asl.
A

Exercice 5
Soient L et C deux tenseurs d’ordre deux, symétriques, li€s par la relation

L= %(C - l) [l tenseur unité d’ordre deux].

Déterminer les invariants de L en fonction de ceux de C et réciproquement.

Rappelons que les trois invariants d’un tenseur 7 d’ordre deux sont:7, =T, ,

1
Ty =5 (Tl =TyTy) » Ty = dér(L).

Solution

1 1 1
Nous avons : L, = E(Cii ~8,),donc L, =L, = E(Cﬁ -6;)= E(Cl -3).
% 1 1 2
De meéme - L, = E(LiiLJY -~ LyL;)= g[(C, =3) - CyCy+ 6,0, - z‘szyczy] - Or
6,0,=0,=3 et 26,C; =2C, =2C, . Il en résulte que :

i

1 1
L, =§[(c,_3)2-(c,2—2c,,+3—2c,)] = L, =-[3-2C,+C, ] .
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1 1 .
parip™q i€ pgr 8 (Cip - 5!‘17 ) (qu - 5/‘@ ) (Ckr - 5kr) » Maits

1
LIII 6 z/kg L L Lkr’ LIII

par~"ip™" jq ip~kr™ jq Jq~kr™ip ip~jq

C, = é £,€,,C,,C, Ckr,or(ls €38y (0,0,C, +6,6,C,, +6,0,C, )= M , avec

1 2 1
=ggijkgichjq =g‘5‘ C; =§Cii

J9J9

é &k pgr0ip0rC

pqr-ip Jq

= M =C,=C,;nous avons de méme :

é £ (8,0,C +8,C,C, +6,C,C,,) =3N =C,, avecé 8,C,Cy =N

ipJq kr™~ip kr™~ip™ jq pqr P~ Jq

comme : £;¢€,,. =06,0,—0,0,,il vient: N = (6 o,-90,0 )quCkr

pqr Jrkq > Jr-kq

i~ jj i i

= N =é(cﬁckk -C,C,). dou: C, = %(C C,;-C,C,). Finalement, il vient :
1
Ly, = g(CI +Cy +Cyyy —1) .

I1 est aussi possible d’utiliser la relation de Cayley-Hamilton :
-A’+L,A* —=L,A+L, =0 pour obtenir les résultats ci-dessus.

L’inversion des relations donnant les trois invariants de L en fonction de ceux de

C conduit a :

C,=2L,+3, C,=4L, -4L,-3, C,, =8L,, —4L, +2L +1.

Exercice 6

Soient deux tenseurs symétriques d’ordre deux E et F d’¢léments E et F; liés

par la relation :

2E=(ELE-1) (D)

ou F " désigne le transposé du torseur F et 1 le tenseur unit¢ d’ordre deux.
Considérons une fonction scalaire L dépendant du tenseur £ (L = L(E)).
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Montrer que : d—L =F d—L
dF —dE

Solution

2E =(F=T£—l) < 2F,=FF, -0, (1). Puisque E est fonction de F d’apres (1)

dL
dF | .
b

oL

1 dL OE,,
OF

aqu aFij

il est toujours possible d’écrire A présent,

i

considérons une composante F,; de F avec les indices i et j fixés et calculons

oE ! : :

—2L. Pour que le terme F; apparaisse dans le membre de droite de (1), il faut que
i

soit p soit g prennent la valeur j. Posons dans (1) successivement p =i et g = alors

il vient : E, 1(F.F —5.]4‘]) et Epf=%(EpE/_5pf)' En ne sommant pas sur

./q=5 5t rq

oE .
g=j et —pj=% s D# 5 en

I'indice j, il est possible d’¢crire : —*=—F,,
ij 2 ij
anj ’ X ; X
outre —% = F, car d’apres (1) nous avons 2E; = (Fer,j —1) . Il vient alors :
i
oL oL OE; oL OE, oL OE; . . )
=-_=_M, =_PW,y = _ I oy g=j dans le premier terme de droite
OF; OEj, 0F; OE, OF; OE; ok
et p=j dans le second terme de droite. Des résultats qui précedent il vient :
oL 1 aL 1 L L . .
—==—F,—+-F,—+F,—— (2), ou g=j dans le premier terme de
oF, 2 "“oE, 2 "OE, "OE,

droite et p= j dans le second terme de droite.

Limitons nous aux fonctions L symétriques par rapport aux couples de variables E;
et E,; considérées comme indépendantes (bien qu’elles prennent des valeurs égales
compte tenu de la symétrie du tenseur E ). Il vient alors :

oL dL

—==—=aveci=j,
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L L
nous déduisons de (2) : —==F,, —= qui se traduit bien en notation intrinséque
oF; E,j
par :
dL
dF =dE

Exercice 7

Montrer que si §, est I’opposé du second invariant élémentaire du déviateur du
tenseur des contraintes de composantes 0; nous avons :

En déduire que :

a5,
0 (ofh

i

ou s;; désigne les composantes du déviateur du tenseur des contraintes.

Solution

N 1
Le deuxiéme invariant de 0y; est: X, = —(aiio g
2

a,.jol.j) ;

s —S~S~) mais s;= 0 puisque s;;

% ot 1
de méme pour le déviateur nous avons: S, = E(Sii i =SSy

est un déviateur. Nous en déduisons : 25, =s;s; = (O’ij - séij)(aij - séij) donc :

' 2
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i 2 2 2 Ok
Or aij(Sl-j =3s et (5,761:/. =3 = 25, = 0,0~ 65 +3s° = 0,0} -3s“,0r s=—*% =

i jj e

| L\ O |

' '

aS . as .
Calculons : —2-. Nous écrivons : 6—=2-=60,,0,,0,, 20,0, , S0t :
doy; 00,
3S. o, 3S.
—2= pa ™2 Opa = Opg =80 =Spy < —% = i
90, 3 a0y

Exercice 8

Montrer que si les forces volumiques f sont nulles, il est possible de former un
champ de tenseurs des contraintes X vérifiant les équations de 1’équilibre a partir

b r . . .
d’un champ de tenseurs symétriques x,, par les relations :
Glj = giprgquer,pq (1)

que nous €crivons symboliquement X = L( Z) .

Examiner les deux cas particuliers suivants :

a) toutes les composantes de X;s sont nulles a 'exception de X33 qui est
fonction de x; etde x, seulement. Interprétation du résultat.

b) tous les X,s sont nulles a 'exception de x,; = X3, qui est une fonction
de x; et de x, seulement. Quel probleme d’élasticité est-il possible de
résoudre ainsi ?
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Solution

o . P B
2 est symétrique car d’aprés (1) il vient : 0 = €,,€4 X5 pg = O ji = € jpr€igs Xrs pq
MAIS X,y = Xpsgp- INOUS AVONS O j; =€, € Xy 4po MAIS X, = X, par hypothése

i =0;; carp, g, 1, s sont des indices muets.

jprgiqusr,qp

0;; défini par (1) vérifie les équations de I’équilibre car y est de classe C 3 (3 fois

continument différentiable) donc oy ; = €,,,€ jus Xrs pgi = Eipr€jgs Xrs, pjq (PYOPIiELE des

dérivées croisées) et comme j, g sont des indices muets il est possible de les

. s s _ _ : : : .
échanger d’ou: 0y ; =¢€;,€,iX,s ,5; =0 car il y a une inversion de g et j dans le

second terme du second membre et € est antisymétrique ; 0; ; =0 est vérifié.

Cas particuliers :

a) X33 seul élément non nul donc )33 = x(x,x,) = r=s=3,d’ou:

Oij = €ip3€ g3 X33,pq

ce qui implique que i et j sont différents de 3 car sinon 0; =0. Il reste donc :

O11 = €1,3€143X33 pg = 0+ E1238123 %3322 + 0 = X3320» 000 =€3,38243X33,pg = X331 >

O12 = €1p38243X33,pg = ~X3321 -
Interprétation ; il s’agit d’un tenseur de contraintes planes car nous avons :
o 0 0

2= 0 0y 0
0 0 O

b) tous les yx,, sont nuls sauf x,; = x3, (par hypotheése) de (1) il vient :
Oij = €ip2€ g3 X23,pg T €ip3€jq2X32,pq -
Il faut prendre p=2 et g=3. Comme x est symétrique, nous avons:

o . . :
o =(£ip2£jq3 +£ip3£jq2) X23.pq» (d’apres le premier terme o; =0 pour i=2 soit

alors i=3 )
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1l vient: 93j =12

O3 =E35E; et : .
3) T 8128jg3X231q | Les seules possibilités qui restent pour avoir 0; =0 sont les

ia3%X23.pq qui impose p = 1 pour que 0; =0 ; nous avons :

couples j =1 etg=2o0uj=2c¢etq=1; 03 =310 € O3 =¢€y3X3 avec
€13 =-1, nous avons 03, =-)x3;;. En définitive il vient : 073 =( X23,1)2 et

O3 = ( X231 ) | s Cest donc un probléme de torsion : 013 = uab, et 0,3 =-uad,.

Exercice 9

Admettons le résultat classique suivant : si divA=0, alors il existe un vecteur B
tel que A= @(E) .

1°) Montrer que si A;; =0 est un tenseur du deuxieme ordre a divergence nulle,

alors il existe un tenseur antisymétrique C tel que Cy ;, = 4;.

2°) Montrer que si 0;; est un tenseur du deuxieme ordre & divergence nulle, alors il
existe un tenseur du troisiéme ordre de composantes @, antisymétrique par

rapport aux deux derniers indices, tel que : 0;; =D ;.

3°) Supposons maintenant 0; symétrique.

a) Montrer que W =, — P, peut s’écrire sous la forme Wi =, ou

Q;y; est un tenseur du quatrieme ordre antisymétrique par rapport aux deux

premiers indices et par rapports aux deux derniers.
s : e .
b) Montrer qu’il est possible d’¢crire Q, = €,;64a,, OU a,, est un tenseur du

deuxiéme ordre.
¢) Montrer que @ peut s’exprimer en fonction de W par :

1
Dy = E(qjijk +Wy - liji) .

d) Donner I'expression de o;; en fonction des éléments a, .
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Solution

1°) Nous savons que A;;=0 = 3 B tel que A; =€, By ;. Définissons

¢

. s . y, . _
i = EBy 5 C;; estun tenseur d’ordre deux antisymétrique car C;; =-C; .

Jt

2°) Considérons le i"™ vecteur ligne de la matrice o;;. C’est un vecteur a

divergence nulle. D’apres le 1°) il existe un tenseur du deuxieme ordre C;

antisymétrique (Cy =-Cy;) tel que: o;;=Cy;,. Considérons le tenseur du

ij i
troisiéme ordre @, défini par ses composantes dans le repere R choisi au départ

ikj
par: ®;; =Cy; . Nous avons 0 =@, et @ est antisymétrique par rapport aux
deux derniers indices.

Soit R’ un autre repere et soit Q la matrice de passage. Notons par des indices grecs
les indices relatifs a R’ et par des indices latins les indices relatifs a R.

Puisque le tenseur @ est défini nous avons : (I)'aﬁ}, = 0,Q 8%y P -

v

'

QkyQZy = 6]{1 , d’ou : (I)O!ﬁ}’,j/ = QiO! jﬁq)ijk,k , Ou (I)aﬁy,y = Qia j/J)Glj = Oaﬁ " soit

encore : Oy =P, ..

Nous pouvons donc trouver un tenseur du troisiéme ordre antisymétrique par
rapport aux deux derniers indices tel que : 0;; =D .

hypothése o; est symétrique, donc W, , =0. Le vecteur Ay, de k™™ composante
v

C; antisymétrique (c’est a dire Cyy =—Cyjy ) tel que W =Cyyyy ;-

jik . NOllS avons 1111:]'/(,/( b Ql:]'k,k = ®jik,k = Ol:j = Oji . OI‘ par

i » €st un vecteur a divergence nulle ; donc il existe un tenseur du deuxiéme ordre

i 1
Définissons : €, = E(Cijkl -C ji,d) . Nous avons :
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1 1 : i ,
Qijkl,l . E(Cij,d,l - Cﬁkl,,) = E(Tijk - l3[’jl~k) . Mais par définition Wi =-%¥ i d’ou :

g21'jkl,l = IIJijk .

De méme qu’au 2°), considérons le tenseur du quatrieme ordre 2 défini par ses

composantes dans R : €2, défini ci-avant, et montrons que la relation W =R,

ijk
est vraie dans n’importe quel repére.

D’autre part, par définition méme, le tenseur £2 est antisymétrique par rapport aux
deux premiers indices et par rapport aux deux derniers.

o . _ ’
3°) b) Posons : A, =&, - Les A, sont donc les composantes dans R d’un
tenseur du deuxieme ordre 4. Nous écrivons :

grqurs = grpqgrijgskl g21’]/(1 = (5pi6qj - 5pj6qi)£skl S21’]/(1 ==
grqurs =&l (Q pgkl — qukl ) = 2£skl Q pakl = gsijgrqurs =2¢

£ A =2(s2 Q )=4sz

sijCrpg*rs

sijgskl Q pakl i

pqij ~ == pgji pqij

Il vient donc :

Qijkl = &€

rij rs

ou a,, estun tenseur du deuxieme ordre, nous avons :

a,, = _Ar? .

3°) ¢) Nous avons W, =®

enjetk), de méme Wy, = d;; - P

ik~ () jik = CDijk +P ki (puisque (I)ijk est antisymétrique
ikj = Prij + Py et W =@y =Dy =D, + Oy

Additionnons les deux premieres relations et soustrayons la derniére, il vient :

Wi + W =W j =2 .
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3°) d) Nous avons vu que 0;=Pyu; ce qui implique
1 1 . , o

o= E(lpijk,k + Wik — ijki,k) = _E(Qikjl,kl + Qﬂik’k,) (en utilisant 1’antisymétrie de

Q, ; parrapport a p et g et la symétrie de f; = fj ).

Mais nous savons que €2, = €, d,; = 2y = €€y, »

d’ou :

1
Oij = _Egrikgsjl (ars t+ag, ),kl '

Probléemes

Probléme 1

1°) Montrer qu’il est possible d’exprimer les valeurs propres (o, ) du tenseur des

. BN 3
contraintes I du deuxiéme ordre dans R’ par :

O, —> s +20siny — s +s,,

o, —>s+20sin(1p+2?ﬁ)—>s+s2,

o, %s+29sin(w+4?ﬂ)%s+s3,

ou >0 et y sont les parametres de Lod, s, est la valeur propre du déviateur de

T,35=0,=0,+0,+0;.

2°) Etablir que :

"\
a) 0= (i) ou S, est ’opposé du 2°™ invariant de T .
3 —
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33 S,

b) sin3y = _T(S' )% .

Solution

1°) Soit s la valeur moyenne, 3s =0, (trace de T), les valeurs propres de T sont

O, =s+s, (s, valeur propre du déviateur des contraintes s;) I} =s;+5,+53=0.11
. o . . 2 . 4
est possible de vérifier que : 260siny +260sin| ¥ + EY +20sin| ¥ + EY =0.

Si =0 i faut que la somme des sinus soit nulle. Or:

. 27 1. NE) . 4 1. NG
Sin )4+ — | =——SINn +—COoSY et SsIn )+ — |=——SINY ———CO0S 5
(1/ 3 ) 5 Siny+—-cosy (1/ 3 ) 5 siny - —-cosy

d’ou: s +s5,+s,=0.

2°) a) En introduisant les éléments du déviateur des contraintes 7 nous avons :
_ 2 2, 2,2 cA2AT -
$;=0,;—50,.5,=0 = (s5,+5,+5,) =0=57+5;+5; +2(5,5, +5,5, +5,5,) ; d’our :

/s o » 40°( ., 3 5, 1.,
I, =—|si+s5+8;)| = I, =——|sin“yY+—cos” ¢ +—sin =
2 2(1 2 3) 2575 U4 2 Y 2 Y

12=392:9=g(%2

2°)b) I3 =518, = I3 = 86° sim,v(%sin2 Y —%cos2 1,0) = 86° sim,u(—%+ sin? 1,0)

= I; = 86° (sin3 Y- %sin w) , en utilisant la relation sin 3y =3siny - 4sin’y il

vient :
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I; = -26° sin3y soit encore : sin3y =— 133 b 5~ - L’existence de sin3y
26° 1\
2|e=2
3

implique : e==1 et >0

Probléme 2

Supposons que : 0;; =-pd; +7;; ; T; tenseur des contraintes visqueuses ;

—

f= }A E, } densité volumique de courant, B le vecteur induction magnétique de

loi de comportement : B-= ,uﬁ , H champ magnétique ;

r= E}, r taux de chaleur dissipée par effet Joule, E champ électrique.

Les trois équations de Maxwell sont :

o = 0B
divB=0, rotH=j, rotE =——.
ot
. . 2
Admettons que :x=—B® B-—g, avec & tenseur des contraintes magnétiques,

u 2u=
g tenseur métrique (3§, ) et ® produit tensoriel.

1°) Montrer que : f, =7, ;.

2

2°) Etablir que : r = ~divP - %% , avec P =EAH vecteur de Poynting.
u ot

3°) Donner les équations locales de conservation.

4°) Quelle est la loi de continuité correspondante ?
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Solution

1°)j7=;'/\l§ = f,=¢,JB, et r—otﬁ=3' = j,=¢€,,H,, et§=uﬁ =
B, =uH,.D’ou:

1 1
Ji ==& jimBi By = —(5k15im - 5km5i1)BkBm,1 ’
u u
f= i(B,BiJ -B,B,.)= i(B,BU -BB,,).Or: (BB,),=2B,,B, et
(BB,),=B,B +BB, =BB,, car divB=B, =0,
f= 1 [BB], - l[B,B,] ) = l(Bl.Bj - lBlB,(SU) - Mais 7;; = l[BiBj - %5,7]
7 T2 A 2 J u 2
d’ou :

i.j"

f-4an, -2
u J

S A S R O e - B ——
2°) div(E/\H)=HrotE—ErotH, divP=—H(2——Ej -
t
- ———— —2
r=—divﬁ—ﬁ%=—divﬁ—§% = r=—divj5—i—aB .
ot w ot 2u ot

3°) Loi de conservation :
ifxidv+faido=fAidv.
dt D aD D

Conservation de la quantit¢ de mouvement: Ai=pu, o, =-T,, T, =o,n,

(contrainte qui s’exerce sur la frontiere dD ) ; A, = f, (force de volume). Désignons

par dv I’élément de volume et par do 1’élément d’aire. Il vient :
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—fpudv foljjdo ffdv orfondo fa .dv (théoreme de

oD oD

la divergence) = E{Cdv =f{—+div(C;t)}dV.

| or

Supposons p constante, il vient :

%{puidv=f{p(2—t+(puluj) }dv ; f{pi—t+(pu,u]) }dv fo dv = er dv.

D D

La loi de conservation de la quantité de mouvement s’obtient sous la forme :

ou;
f{py + (P”i”j),j ~0y ;= Jrij,j}dv =0 (forme globale) et
D

ou,
pa—t’ + (puiuj )’j -0, -, ;=0 (forme locale).
Conservation de 1’énergie :

- 1
A=p(e+5uiul~) , a==woun; +qn; =-wl;+qn; , A= fu,+r ou q est le taux de

chaleur regue par conduction et » le taux de chaleur dissipée, ici par effet Joule. La
loi de conservation devient :

%fp(e+%uiui)d f(aljnjul qln,)da fflul+r)dv
D

oD

soit
0 1 1
f o o e+5uiul. + p e+5uiul. u —(G,y“i),j"‘%,i—(ﬁ“i""”) v=0, (forme
D v
globale),
d 1 1
glp(e+5uiui) +lp(e+5uiui)ujl (Guul) +q,;—(fu,+r)=0 (forme locale).
J
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Remplagons alors o, et r par leurs valeurs, il vient :

1
+lp(e+5uiui)uj

+ (p(sijui) i~ (Tij“i) Y4 Jiwi + B
o

mais f,=m,, d’ou:

ip e+luu
ot 2

+lBk%= ,
u ot

1
e ’j

et m, =, (tenseur g est symétrique) donc myu, ; = 7;D; ; en faisant intervenir

I’équation de la quantité de mouvement, les termes soulignés disparaissent. Il reste :

d
(pe)+qj’j+ij+Jtile.j+lBk%=O.

dt ’ u - ot
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2. Puissances virtuelles

Rappels

La méthode des puissances virtuelles (PV) est une approche fonctionnelle qui lie
deux espaces : celui des efforts { F } a celui des mouvements virtuels { U* }

par leur produit scalaire qui est un nombre réel noté P*. Ce nombre réel P* est une
forme linéaire sur { U* }, notée L.

Définitions
Définition 1

Dans un référentiel R (O ; e, , e,, ey ), un mouvement virtuel d’un systéeme S est

_

défini a [linstant t fixé, des lors qu’'un champ de vecteurs u’, défini sur la

configuration S, est donné. Le vecteur U~ (M) de ce champ U’ en M, est appelé
« vitesse virtuelle » dans R de la particule M de S a I’instant t.

Remarque. La fonction a valeurs vectorielles U~ (M) peut étre générale. Elle peut
ne pas vérifier les conditions cinématiques auxquelles est soumis le champ des
vitesses réelles. Le référentiel R peut ne pas étre galiléen.

Définition 2

U (M) et U (M) définissent a [’instant t (fixé) le méme mouvement virtuel de S
observé respectivement dans R* et dans R, si en chaque point M de S nous avons :

Uy =u” (M) + U, (M)

ol f(je désigne la vitesse d’entrainement réelle de M, c’est-a-dire la vitesse dans R
du point lié a R* qui, a l’instant t, coincide avec le point M.
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Définition 3

Un mouvement virtuel défini sur S a t fixé est dit rigidifiant (mvr) si le champ des

vitesses U(M ) en un point M est un distributeur { C } (ou torseur), c’est-a-dire :

{c}-
U)
w rotation (résultante), D(M ) vitesse en M (moment résultant).
Définition 4
Soit Z un systéme extérieur a S (les points intérieurs a X et a S sont donc disjoints).

A un_instant donné t et pour un espace vectoriel de mouvements virtuels U, les
efforts exercés par X sur S sont représentés par une fonction linéaire et continue a

valeurs réelles (ou forme linéaire continue £) définie sur U relle que :

P+ = r(U).

Le nombre réel P* est appelé puissance virtuelle de ces efforts dans le mouvement
virtuel U.

Champ des vitesses virtuelles

L’étude du champ des vitesses U est suffisante dans le cas des corps rigides. Mais
la théorie doit tre affinée pour mettre en évidence les mouvements a I’intérieur des

milieux continus. Il est ainsi nécessaire de considérer non seulement U , mais aussi
son gradient, u;,; (ici théorie dite du premier gradient puisque faisant intervenir
seulement les dérivées premicres de u;). Il est ensuite aisé de construire localement
une forme linéaire, puis de I’intégrer. Par ailleurs, nous disposons des identités
suivantes:

1 1
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soit en notation intrinseéque :

+

IS
IS
IO

ou D (Dj= 1/2 (uij + u;j;)), tenseur des taux de déformation (ou partie paire du
gradient) est la partie symétrique du tenseur U et £ (2;=1/2 (u;; - u;;)), tenseur des
taux de rotation (ou partie impaire du gradient), est la partie antisymétrique du
tenseur U (cette notation — une lettre soulignée de deux barres — sera utilisée de
facon plus générale pour désigner un tenseur).

Introduisons les hypotheses ci-dessous. La puissance virtuelle des efforts intérieurs
P, est une forme linéaire continue sur U.

a) Alors P(f) admet une densité volumique p telle que :

P;)=fpdv,
s

b) et p est en chaque point une forme linéaire des valeurs en ce point de U et
de ses dérivées premieres. Plus précisément :

ou, Bj est un tenseur antisymétrique et oj un tenseur symétrique, ce qui s’écrit en
notation intrinseéque :

—_—

p=fU+tr(BQ)-tr(ED).

Enoncé du principe des puissances virtuelles

S étant en mouvement, il existe toujours un repeére R galiléen tel qu’a chaque
instant :

1°) dans tout mouvement virtuel rigidifiant £;, =0,

—_

2°) dans tout mouvement virtuel U*( M),
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* * * 1-1
P, +P =A (1-1)
avee .

A= f ;( M)U' (M )pdv , la puissance virtuelle des quantités d’accélération,

P: = f ﬁU;dv + f Tl-U;-kds , la puissance virtuelle des efforts extérieurs.
s s
P(,-) est alors qualifiée de quantité objective, c’est-a-dire qu’elle est indépendante

du référentiel dans lequel le mouvement est observé. P( ;) est donc intrinsequement

liée au systeme S en mouvement. Ici est désigné par : )7(M ) ’accélération en M, f;

les efforts extérieurs volumiques et 7; les efforts extérieurs surfaciques.

Remarque 1. Puisque P(i) = 0 pour tout mouvement rigidifiant, alors :

C’est la loi fondamentale de la dynamique.

Remarque 2. I est facile de montrer que : f; = 0 et Bjj= 0, c’est-a-dire que :

S

(dans un mouvement rigidifiant, U devient un mouvement de translation donc D et
£ sont nuls ; P(i))=0=>f=0).

Grace au théoreme de la divergence ( f A; ;dv = f An;ds, VA, €S, ou n; désigne
S 3
la normale extérieure a la frontiere S du domaine S§), il est possible de réécrire

(1-1) :

f(fi +ol.j’j—pyi)U:fdv+f(7}—ol-jnj)des=O,VUf,
S s
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soit :
pY;=fi+0 ij,j €n tout point de S. (1-2)

C'est la loi fondamentale de la mécanique des milieux continus. De méme :

T, = oyn; en tout point de la frontiere dS de S (1-3)

sont les conditions aux limites ou 7; sont les composantes du vecteur contrainte en

M pour la direction n ;T(M,n)=an.

Grace au choix du champ virtuel U : (M), nous obtenons directement :

* les équations de mouvement pour S (cf. 1-2) ;
* les conditions aux limites s’exercant sur 9.5 (cf. 1-3).

Exercices

Exercice 1

Soit une barre AB homogene, pesante, de —s
longueur 2¢, de masse m, de section & P !
négligeable. Son extrémité A est astreinte a se
déplacer sans frottement le long d’un axe
vertical fixe Fz&, orient¢ dans le sens
ascendant. La barre peut tourner sans —
frottement autour de A. Désignons par Rj et W
E les éléments de réduction en A du torseur

des efforts de liaison exercé par O—ZO' sur AB.
La barre repose sans frottement sur le plan

horizontal rapporté aux axes fixes O_x(; , O_y(; 0 B v

Le triedre O)?0 ,%,% est fixe. Soit E la réaction de la liaison en B du plan sur la

barre. La position de la barre AB est repérée dans le repere O, Z,C,g dans lequel v
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est un vecteur unitaire de la droite d’intersection du plan Ox,, Oy, avec le plan

vertical (O‘z(; , AB). Il est conseill¢ de poser : @ = (076,;) dans le plan orienté par
O_Z(; et = (O—Zo ,E) dans le plan orienté par u .
En utilisant le principe des puissances virtuelles montrer que :

R,%75=0, M,%2,=0, M, *u=0, R, =7z, .

Solution

La liaison exercée par de sur AB étant parfaite, la puissance virtuelle des efforts

de liaison est nulle pour tout champ de vitesse virtuelle compatible avec la liaison.
La puissance virtuelle des inter-efforts de liaison est :

En B Ia liaison étant parfaite conduit a :

Ry *V(B)=0.

* *

Or V(B)=x %+y% donne :
g(xgwg):ov N

d’ou: Ry =Az, ; A scalaire.

Exercice 2

Un plateau P, de masse M, de
centre d’inertie G, est posé sur
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deux rouleaux cylindriques identiques (points de contact 7 et I”). Ces deux rouleaux
S et S, de masse identique Q, reposent, en / et /’, sur un plan incliné¢ d’un angle o
avec le plan horizontal (les axes de ces rouleaux sont des horizontales du plan
incliné). Tous les contacts (rouleaux / sol, rouleaux / plateau) ont lieu sans
glissement. Nous souhaitons déterminer, par la méthode des puissances virtuelles,
la force F' qu’il faut exercer sur le plateau en H pour maintenir I’ensemble a
1’équilibre.

1°) Montrer que dans tout mouvement virtuel respectant les conditions de non
glissement, les deux rouleaux ont méme taux de rotation, et que les vitesses des
centres C et C’ des rouleaux et d’un point du plateau sont reliées par des relations
simples a expliciter.

2°) En appliquant le théoréme des puissances virtuelles au systéme, déterminer la
force F' a exercer sur le plateau en H pour qu’il y ait équilibre.

Solution

1°) Relation entre les vitesses virtuelles de J, J°, C et C’.

Soit R un repere lié au sol, wsir) (resp. cT)(s'/R)) le taux de rotation de S (resp. S)
par rapport a R, le non glissement en / et J se traduit par :

VIIES/R)=0 et V(JEP/R)=V(JES/R) ce qui implique :
V(J eP/R)= O+aws/mall = a)zAﬁ(Z horizontal), de méme le non glissement

en/’etJ implique : ‘7(.]'EP/R)=()+LT)(SI/R)AI'—J'=CU'EAI'—J'.

Il en résulte que : V(JEP/R) et V(J'EP/R) sont portés par u.

De plus, le plateau est en translation parall¢lement a u
V(JEP/R)=V(J'EP/R)+wr/m)nJJ".

Comme le premier et le second terme sont paralleles a u et que le dernier terme est

perpendiculaire a u (car JJ estparalléle a ;t), il en résulte que : wr mAu=0.
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Or w(r/r) parallele a v implique wr/r) =0.

Donc tous les points du plateau ont la méme vitesse, d’ou : wzAl]=w'zal'J" ; or

J=1'J'=w=0" et donc : 17(CES/R)=5AE'=wEAE'=%wEAﬁ. Le non
glissementen 7, J, I, J’, implique : w =w' et V(G/R) = V(H /R)= 2‘7(C /R).
Donc dans tout mouvement virtuel respectant le non glissement, nous avons :
V (GIR)=V (HIR)=2V (C/R)=2V (CYR)=2v"u o v ER.
2°) Application du théoréme des puissances virtuelles.
Nous devons avoir :
P (F)+ P ( pesanteur) + P (sol — rouleaux) + P (rouleaux <> P) =0,

quel que soit le mouvement virtuel défini par un distributeur dans chacun des
solides (c’est-a-dire, pour tout mouvement virtuel rigidifiant chaque solide).

P'(F)=F.V (H), P (pesanteur)=-Pz.V (G)-Qz.V (C)-QzV (C,
P (sol = rouleaux) =0, si nous prenons un champ des vitesses virtuelles
respectant le non-glissement en / et .

P (rouleaux <> P) =0, si nous prenons un champ des vitesses virtuelles respectant
le non-glissement en /et J’. D’ou :

FV (H)-PiV (G)=0zV (C)=0zV (C)=0.,

pour tout champ des vitesses virtuelles compatibles avec le non glissement et la
rigidité des solides. Mais nous avons vu au 1°) les relations :

V (H)=V (G)=2V (C)=2V (CY=2v"'u =
F2v'u-Pz2v'u- Qg.v*;t - Qg.v*;t =0 =

Fu= (P+Q)sina = F= (P+Q)sina;t.




