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Capitolul 1

1. Introducere in modelarea sistemelor

1.1. Notiuni generale. De ce modelare matematica?

Modelele si simularea au fost intotdeauna o parte esentiald a experientei
umane - sunt mijloace de a trata realitatea. Oamenii au utilizat intotdeauna
modele mentale pentru a intelege mai bine realitatea, pentru a face planuri,
pentru ca sa se convinga ca unele idei nu pot fi realizate, [5].

Chiar din timpuri mai vechi, cladirile sau masinile au fost mai intai
testate pe modele mai mici inainte sa fie construite la scald mare. Jocurile
copiilor sunt simulari ale lumii adultilor — utilizdnd modele de oameni,
obiecte sau animale.

In zilele noastre, modelarea proceselor este mult utilizat de la sinteza si
proiectarea instalatiilor, pana la planificarea operatiilor, monitorizarea si
controlul proceselor. Cresterea calitatii produselor, a sigurantei in utilizare,
necesita o imbunatatire continud a modelelor proceselor in timp minim §i cu
cost minim. Odata cu cresterea complexitdtii proceselor, formularea unor
modele adecvate a devenit o sarcina care necesitd un timp indelungat si
cunostinte multidisciplinare. Literatura de specialitate referitoare la
modelarea proceselor se concentreazd de obicei asupra determinarii si
rezolvarii unor ecuatii matematice.

Modelarea matematica este arta transformarii problemelor dintr-0 arie
de aplicatie Intr-o formulare matematica a cdrei analiza teoretica si numerica
va furniza detalii si rdspunsuri la aspecte referitoare la aplicatia originala.

Studiul modelarii matematice este un pas important de la pregatirea
matematicd de bazd la experienta Tn matematica orientatd spre aplicatii $i
permite celui care o stdpaneste sa faca fata provocarilor culturii tehnologice
moderne.

Modelarea matematicd este aplicatd cu succes in multe aplicatii, da
precizie si directioneaza rezolvarea problemei si permite o intelegere
aprofundata a sistemului modelat. Se pregateste astfel calea pentru
proiectarea sau pentru controlul unui sistem si permite utilizarea eficienta a

Pentru a extrage informatii numerice din modele matematice sunt
necesare cunostinte diverse de analizd numericd, optimizare si metode
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numerice pentru ecuatii cu derivate partiale. O listd de subiecte necesare
pentru stapanirea deplina a artei modelarii matematice include:

Algebra liniara: sisteme de ecuatii liniare, valori proprii, programare
liniara,

Analiza  numerica: evaluarea functiilor, derivare numerica,
interpolare, aproximare (Padé, cele mai mici patrate), integrare
numericd, transformata Fourier, sisteme de ecuatii neliniare,
optimizare/programare neliniara,

Analiza de date numerice: vizualizare (geometric computationald
2D/3D, estimarea parametrilor, predictie, clasificare, analiza seriilor
temporale, numere aleatoare,

Analiza functionala: ecuatii diferentiale ordinare, ecuatii cu derivate
partiale, ecuatii diferentiale stohastice, ecuatii integrale.

Metode analitice: calcul simbolic, sortare, compresie, criptografie,
coduri corectoare de erori

Exemple de modelare matematica pot fi intdlnite in cele mai variate
contexte, ca de exemplu in:

sisteme biologice (crestere, comportament, interactiuni intre specii,
reactii, comportamentul celulelor)

sisteme fizice (propagarea luminii sau a valurilor, atomi, magneti,
miscarea planetelor)

sisteme economice (evolutia pietei financiare, cresterea economica)
comportament social (migrare, conflicte, interactiuni)

industrie (transport, analiza si controlul traficului, sisteme de
productie)

1.2. Modele si terminologie

Exista multe definitii ale termenului model sau model matematic.

Un model matematic este o reprezentare abstracta care utilizeaza
tehnicile matematicii pentru a descrie comportamentul unui sistem.

Se spune ca un sistem de ecuatii E este un model al unui sistem S, daca
el este formulat pentru a exprima legile lui S si solutia lui intentioneaza sa
reprezinte unele aspecte din comportamentul lui S, [1] .

O altd abordare denumeste termenul de model matematic ca "0
constructie matematica abstracta, simplificata, asociata Cu 0 parte a

realitatii §i creatd pentru un scop particular”, [3].
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Eykhof (1974) a definit un model matematic ca si o “reprezentare a
aspectelor esentiale a unui sistem existent (sau a unui sistem care urmeazd
a fi construit) care prezinta informatii despre sistem intr-o forma utila”.

Exemplul 1.2.1. Sistem mecanic, [2]

Se considera sistemul mecanic din Figura 1-1 constand dintr-un corp de
masa m, care se poate misca pe orizontald, pe axa x. Localizarea
corpului este identificata prin coordonata centrului de masa P, care este
atagat de un fir elastic cu capetele A si P.

A

k
A ‘M/V_-_X,
Figura 1-1. Sistem mecanic
Presupunerile care definesc sistemul mecanic sunt:
— sistemul se comportad ca un punct de masa m localizat prin coordonata x.
— firul elastic actioneaza cu o forta T = kx, directionata spre punctul A.
—  fortele de frecare sunt neglijabile comparativ cu actiunea firului elastic.

Prin aplicarea principiului lui Newton din mecanica clasica rezulta:

d*x
mﬁ = —kx (1.2.1)

Modelul matematic care rezulta este o ecuatie de evolutie pentru

urmatorul vector de variabile:

dx
u= (u1 =x,U; = E) = —kx 1.2.2)
Utilizand notatiile de mai sus, ecuatia diferentiald de ordinul 2 devine:
duy_
duft L (12.3)
= mt

Definirea termenului de model matematic implica introducerea
urmatoarelor elemente:
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- Variabile independente, de obicei spatiul si timpul

- Variabile de stare, sau variabile dependente, care iau valori in

functie de variabilele independente.

Ca urmare, un model matematic, [2], poate fi introdus ca un set de
ecuatii care definesc evolutia variabilelor de stare in functie de variabilele
independente.

Urmatoarele definitii sunt propuse [2]:

- Evolutia unui sistem se raporteaza la variabile independente, care,

daca nu sunt specificate in mod diferit, sunt timpul t, definit pe un
interval elt, ,T]:, care se refera la perioada de observare; si spatiul

X, din volumul V, care contine sistemul.
- Variabilele de stare sunt un vector de variabile de dimensiune finita
u=ultx): [t, TIXV—=R" (1.2.4)
unde u ={uy, Uy, ..., un}, sunt considerate suficiente pentru a descrie
evolutia starii fizice a sistemului in raport cu variabilele
independente.
Pentru a manipula in mod corect un model matematic, numarul
ecuatiilor si dimensiunea variabilelor de stare trebuie sa fie aceeasi. In acest
caz modelul se numeste consistent.

1.3. Clasificarea modelelor

Introducéand si observatiile exerimentale privind un proces, se considerda
ca un model este un sistem de ecuatii matematice care tine cont de toate
datele experimentale cunoscute ale procesului studiat. In general, modelele
matematice se pot clasifica in, [1]:

- Modele de cunogtinte. Ecuatiile acestor modele se obtin scriind

legile fizice cdrora li se supune sistemul.

- Modele de simulare. Ecuatiile se impun apriori fara a lua in
considerare mecanismele fizice, iar coeficientii necunoscuti sunt
identificati din datele experimentale.

Modelele de cunostinte tin cont de fenomenele fizico-chimice care au

loc in timpul procesului. Ele cer ca procesul sa fie perfect cunoscut si ca
legile carora li se supune sistemul sa fie exprimate corect. Modelele de
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simulare sunt mai putin exigente. Ele leaga intrarea sistemului de iesire,
pornind de la datele experimentale. Bineinteles, in realitate avem deseori de-
a face cu modele intermediare care se situeaza intre modelele de cunostinte
si modelele de simulare.

Dupa structura lor si tipul variabilelor, modelele matematice pot fi

clasificate 1n diferite moduri, unele dintre acestea sunt redate mai jos:

- Modele liniare si modele neliniare. Modelele matematice includ
variabile - care sunt abstractizari ale cantitatilor de interes in
sistemele pe care le descriu - si operatori, care se aplica acestor
variabile si care pot fi operatori algebrici, functii, operatori
diferentiali etc. Daca toti operatorii sunt liniari, atunci modelul
matematic este liniar, altfel este neliniar.

- Modele deterministe si modele stohastice. Un model determinist este
unul in care fiecare set de variabile este unic determinat de
parametrii modelului si de seturile de stari anterioare a acestor
variabile. De aceea modelele deterministe se comporta la fel pentru
comportamente aleatoare §i variabilele sunt descrise de probabilitati
de distributie.

- Modele statice §i modele dinamice. Un model static nu tine cont de
timp, in timp ce intr-un model dinamic variabilele depind de timp.
Modele dinamice sunt de obicei reprezentate prin ecuatii cu diferente
sau ecuatii diferentiale.

- Modele cu parametri concentrati si modele cu parametri distribuiti.

Daca un model este omogen (starile sunt consistente in Intregul sistem)

modelul are parametri concentrati. Daca modelul este eterogen (variabilele
de stare variaza in spatiu si timp in sistem) atunci modelul este cu parametri
distribuiti, descris de obicei de ecuatii cu derivate partiale.

W _ee

1.4. Etapele modelarii matematice

Procedura

O procedura pentru determinarea unui model matematic pentru un
proces dinamic este descrisd mai jos:
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1. Definiti frontierele sistemului. Toate sistemele fizice functioneaza in
interactiune cu altele. De aceea este necesar sd se defineascd
frontierele sistemului Tnainte de a incepe elaborarea unui model
matematic pentru acesta. In cele mai multe cazuri, definirea
frontierelor este facutd in mod natural.

2. Se fac presupuneri simplificatoare. De exemplu, se poate presupune
ca temperatura Intr-un rezervor este aceeasi in orice punct.

3. Se scrie legea bilantului de materiale sau legile fizicii care
guverneaza fenomenul: Viteza de schimbare a cantitatii acumulate
este egala cu intrarile minus iesirile plus cantitatile generate.

Marimi de Sistem Marimi de
intrare iesire
> Acumulare —

“cantitati generate”

Figura 1-2. Legea bilantului de materiale

,Cantitate acumulatd” este un termen utilizat cu sens general. Poate
reprezenta masd, moli, energie, moment, sarcind electricd. “Cantitati
generate” poate insemna de exemplu o cantitate de materiale generata in
urma unor reactii chimice, sau energie generatd de un reactor exoterm.
Legea bilantului de materiale poate fi exprimatd matematic dupd cum
urmeaza:

d[acumulare]
dt

Din legea bilantului de materiale rezultd una sau mai multe ecuatii
diferentiale. La acestea se pot defini conditii aditionale, cum ar fi de

= Intrari — lesiri + cantitati generate

exemplu cerinta ca masa de lichid dintr-un rezervor sd nu fie negativa.
Pentru a calcula cantitatile acumulate in sistem din model, ecuatiile rezultate
trebuie integrate, probabil utilizdind un program sau un mediu de simulare.

4. Se eclaboreaza o schema bloc in care se arata intrarile, iesirile si
parametrii. O astfel de reprezentare face ca modelul sd apard in mod
mai clar.

In Figura 1-3 se prezinti un exemplu de schema bloc a unui sistem
cu doud variabile de intrare, una de iesire, doi parametrii si doua
variabile de mediu (perturbatii).
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Variabile de mediu
dy l (perturbatii)l d,

Uz

o | Variabila de
Variabile de iesire
intrare Sistem y

P1 I T P2
Parametri

Figura 1-3. Schema bloc

Variabila de iesire este de obicei cantitatea acumulata, Variabilele de
intrare sunt de obicei separate in variabile care pot fi manipulate sau
ajustate (de exemplu unui element de incélzire) si variabile care nu
pot fi manipulate, apartin mediului inconjurator si sunt denumite
perturbatii  (de exemplu temperatura mediului inconjurator).
Parametrii unui model sunt cantititi care Tn mod obisnuit (dar nu
obligatoriu) au valori constante, cum sunt de exemplu densitatea
unui lichid sau constanta elastica a unui resort. Pentru a simplifica o
schemd bloc, iIn mod obignuit nu se reprezintd parametrii unui
sistem.

5. Prezentarea modelului intr-o forma adecvatd. Cele mai utilizate
moduri de prezentare a modelelor sunt diagramele bloc, modele de
stare sau functii de transfer. Alegerea modului de prezentare a unui
model depinde de scopul urmarit. De exemplu, dacd scopul este
acordarea unui regulator PID, este necesara o functie de transfer.

Exemplul 1.4.1. Modelarea unui rezervor cu lichid
In Figura 1-4, se prezintd un rezervor cu lichid cu alimentare si
scurgere. Se presupune ca alimentarea cu lichid a rezervorului poate fi
controlata cu ajutorul unei pompe, iar iesirea nu este controlata.
Densitatea lichidului este aceeasi in orice punct din interior, precum §i
la intrarea si iesirea din rezervor. Se prespune ca rezervorul are peretii
verticali.
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l a1 (m¥s)

A
V (m®)
h (m)
m (kg)
p (kg/m®)
l Go (M/s)
le |
| A (m?) |

Figura 1-4. Rezervor cu lichid

Notatiile din figura sunt:
Jo, gi — fluxul volumetric al lichidului de alimentare si de iesire (m*/s)
h — inaltimea lichidului in rezervor (m)
A — aria sectiunii transversale (m?)
V — volumul de lichid (m?)
m — masa (kg)
p — densitatea (kg/m°)
Debitele q; si qo si masa de lichid din rezervor sunt variabile.
Parametrii A si p sunt presupusi a fi constanti.
Vom scrie un model care sa exprime cum variazda masa de lichid in
functie de timp.
Se scrie bilantul de masa din rezervor:
dmit
" 02 (©) - pas(®) (141)
Ecuatia (1.1) este o ecuatie diferentiala pentru m. O conditie
aditionala este m > 0. Ecuatia este un model matematic al problemei,
unde p este parametru.
Daca este util sa de determine cum variaza nivelul lichidului in
rezervor, se scrie relatia care face corespondenta intre nivelul h si
masa m:

m(t) = pV(t) = pAh(t) (1.4.2)
Ecuatia (1.2) se introduce in (1.1) si rezulta:
dm(t) dpV(t) dpAh(t) 4 dh(t)

dt dt dt pA— = =pq,(t) — pq,(t) (143
sau:
dh . 1
ditj =h(t) =749 ()= pa,(9) (1.4.4)

cu conditia hpin < h(t) < hyax.



Introducere in modelarea sistemelor

15

Reguli generale si observatii privind procesul de modelare

matematica

Informatia care trebuie colectata, sortatd, evaluatd si organizata pentru
determinarea unui model matematic este reprezentata ca nodurile diagramei

din Figura 0-5, [9].

/

R
Raport

N

F
Formularea problemei

\

A

Model matematic

T
/ Teorie

/

P

Programe

T~

& >
»

N
Metode numerice

Figura 0-5. Fluxul informatiilor relevante
Conexiunile din diagrama sunt activitati cu comunicare in doua directii

(fluxul informatiilor relevante) intre noduri si sursele de informatie

corespunzatoare.

— F. Formularea problemei: se bazeaza pe obiectivul urmarit,

cerintele problemei, scopul pentru care se doreste modelul.
Cateodatd este incompletd sau ambigua si cerintele pot fi
contradictorii.

M. Modelul matematic: include concepte/variabile,
obiective, prioritati, cerinte de calitate.

T. Teoria: include conceptele teoretice si matematice ale aplicatieli,

relatii,

studiul de literatura

N. Metode numerice: utilizarea librariilor software pentru
rezolvarea problemelor rezultate
P. Programe: proiectarea schemelor bloc, implementarea

aplicatiilor, interfete utilizator, documentatie
R. Raport: descrierea, analiza, rezultatele si validarea modelului,
vizualizare, limitari, recomandari

Diagrama Tmparte sarcina de modelare in 16 (6+10) procese diferite.
Fiecare dintre cele 6 noduri si fiecare dintre cele 10 legaturi necesita atentie
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repetata de obicei in fiecare stadiu al procesului de modelare. Modelarea
este completd numai daca traficul de informatii intre noduri devine
nesemnificativ.

In mod frecvent, [9], problema se schimba in timpul modelirii, in
lumina intelegerii obtinute prin procesul in sine. La sfarsit, chiar si o
descriere initiala a problemei care a fost contradictorie ar trebui sa se
modifice intr-una bine formulata, cu un model matematic asociat definit in
mod corect.

Reguli generale:

- Studiati modul 1n care altii au rezolvat problemel similare; adaptati

modelele situatiei prezente.

- Colectati informatii fundamentale ecesare pentru intelegerea
problemei.

- Incepeti cu modele simple; adaugati detalii dupa cum sunt necesare
sau utile.

- Determinati marimile relevante si descrieti-le in mod corect.

- Determinati toate relatiile intre marimi (ecuatii diferentiale,
inegalitati, etc)

- Colectati datele necesare pentru relatii

- Determinati restrictiile la care marimile din model trebuie sd se
supuna (restrictii de semn, suprapuneri, saturatii, etc).

- Determinati toate obiectivele (chiar si cele conflictuale)

- Sortati informatiile relevante dupa gradul de impact asteptat.

- Creati o ierarhie a modelelor: de la cele simple la modele complexe
care includ toate detaliile cunoscute.

- Rezolvati intai modelele simple (chiar dacd nu sunt foarte precise)
pentru a obtine puncte de plecare pentru modelele mai rafinate si
realistice.

- Solutiile perfecte pot fi rar obtinute. Modelarea este arta gasirii unui
comproms satisfacator.

La fel cum nu exista unicitate in aproximarea unei functii sau in metoda
numerica de rezolvare a unei ecuatii, unicitatea unui model nu are sens.
Toate modelele care tin cont de datele experimentale sunt convenabile.
Modelele aceluiasi sistem difera deoarece sunt bazate pe aproximadri initiale
diferite. Ele mai pot diferi si in masura in care tin cont de datele care privesc
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fenomenul. Obiectivul care trebuie atins va justifca structura modelului
final. Este evident cd vom cauta sa obtinem modelul cel mai simplu, adica
cel care este descris de ecuatiile cele mai simplu de rezolvat. Singura
restrictie care trebuie impusa unui model este utilitatea sa.

Modelele sunt legate de proces in mod indisolubil, deci nu pot fi tratate
izolat de acesta. Relatia intre model si proces este una dinamica §i cere o
continud interactiune daca se cautd sa se obtina un progres conceptual sau
intelegerea fenomenului.

Revizuirea si dezvoltarea modelelor nu trebuie facuta in mod necesar in
directia cresterii complexitatii sau a maririi numarului de parametri.
Progresul poate fi in directia simplifiarii si reducerii numarului de constante
care trebuie identificate (Figura 1-6).

‘ progres conceptual %
idei pre%e idei revizuite
primul model interpreta%ﬂ .
\ al doilea model
proiectarea experimentului evaluare
experienta - -
‘ intelegerea fenomenului

Figura 1-6. Procesul modelirii matematice, [1]

Cateva remarci pot clarifica aspectele prezentate in introducere:

- Toate sistemele reale pot fi observate si reprezentate la scale diferite
prin ecuatii matematice. Selectia unei scale in raport cu alta se face
pe de o parte in functie de strategia celui care elaboreazd modele
matematice si pe de alta, in functie de specificul aplicarii modelului

- Sistemele din lumea reald sunt in general neliniare. Caracterul liniar
trebuie privit fie ca si un caz special, sau ca o aproximare a realitatii
fizice. Atunci metodele de analiza neliniard trebuie sa fie dezvoltate
pentru a trata aplicatiile modelului. Sunt necesare metode numerice
de calcul pentru a rezolva problemele matematice generate de
aplicarea modelelor si analiza si interpretarea sistemelor reale.
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Metodele computationale pot fi dezvoltate numai dupd a analiza
aprofundata a proprietatilor calitative ale modelului si a probemelor
matematice legate de el. Pentru modele diferite corespund metode
diferite.

Modelarea este o stiintd care necesita abilitdti creative legate strans
de o Iintreagad varietate de metode ale matematicii aplicate.
Intradevir, proiectarea unui model trebuie sa fie legat in mod precis
de metodele care vor fi utilizate pentru a trata problemele
matematice generat de model.



