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AVANT PROPOS

prédire I’évolution d’un milieu continu en fonction des actions auxquelles il est
soumis impose de connaitre 4 minima ;

les équations du mouvement, les conditions aux limites et les conditions
initiales du systéme en mouvement,

les lois de comportement liant certaines grandeurs entre elles comme par
exemple, en régime élastique, la contrainte et la déformation.

Pour répondre au premier point il existe une méthode générale, celle des
puissances virtuelles. Elle permet selon le degré de raffinement souhaité, d’établir
’ensemble des équations de mouvement et les conditions aux limites associées a
la modélisation retenue; les conditions initiales étant données a partir de
I’observation. Se pose alors la question: existe-t-il une méthode générale
permettant de répondre au second point ?

L’expérience physique la plus immédiate montre qu’une barre métallique chauffée
s’allonge. Une déformation peut donc €tre produite par apport de chaleur au
systéme ou par variation de température. Corrélativement, toute déformation
s’accompagne normalement d’effets thermiques. Des cycles de pliage et dépliage
d’un fil de fer, qui conduisent a sa rupture, en sont une illustration bien connue
(échauffement important dans la zone d’action). Souvent, il n’est donc pas
raisonnable d’espérer pouvoir décrire le comportement d’un milieu continu avec
un pur schéma mécanique ignorant les interactions thermomécaniques dont il est
le siége.

A partir des résultats expérimentaux qui guident le choix des variables a utiliser, la
thermodynamique des milieux continus peut permettre de répondre, au moins en
partie, au second point évoqueé ci-dessus.

En physique, est habituellement appelé « Thermodynamique » la discipline dont le
but est de dégager les notions de température absolue, d’entropie et, de formuler
les lois qui relient ces grandeurs. En fait, seuls les états d’équilibre ou les
évolutions excessivement lentes voisines d’un état d’équilibre sont classiquement
envisagées. Ce n’est que dans le courant de la seconde moitié du si¢cle dernier
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(années 1960) que le cas des déformations finies des systémes en mouvement,
retenu attention. Aussi, il semble préférable de réserver le terme thermostatique;
létude des états (ou suite d’états) d’équilibre pour conserver au tery
« thermodynamique » son sens littéral et de ’appliquer a la discipline qui propog.
Pétude générale des transformations continues qui prennent naissance dans y
milieu en mouvement.

SRR

Nous avons choisi de suivre une voie plutdt didactique et de présenter un ouvrag
qui s’appuie sur la thermostatique, considérée comme acquise. Nous commencon:
au chapitre 1 par revoir succinctement le principe des puissances virtuelles. e
principe est issu des notions trés intuitives des mouvements virtuels. C’est ce quiy
rendu difficile sa conceptualisation. Pourtant lorsque vous voulez vérifier si |
courroie de I’alternateur, ou de la pompe a eau, de votre voiture est suffisammey
tendue que faites-vous ? Vous la déplacez perpendiculairement a sa direction g
mouvement. Pour savoir si une valise est lourde vous la déplacez verticalement
Dans tous ces exemples, nous faisons travailler les efforts intérieurs de tension de
courroies ou des efforts extérieurs de pesanteur. La démarche proposée est don
tout a fait pertinente et, particulierement puissante pour permettre de préciser le
équations de mouvement qui régissent les déplacements d’un systéme et ¢
déduire les conditions aux limites qui sont associées a ces déplacements. Il en ser
donné une application a la théorie des milieux continus a une dimension (milieuy
curvilignes) puis deux dimensions (plaques).

Nous continuons (chapitre 2) par un bref rappel de thermostatique. Il s’agit |
essentiellement de préciser nos notations, de rassembler les élément
généralement bien connus de la « thermodynamique » et de mettre ainsi en plac
des outils nécessaires a la démarche proposée pour aboutir a I’écriture des lois de.
comportement d’un milieu continu quelconque en mouvement.

Le chapitre 3 présente la théorie de «1’état local ». Celle-ci repose sur de
principes généraux qui permettent de construire les lois de comportement prenan
en compte les effets thermodynamiques. La théorie développée a 1’avantage d
partir des connaissances acquises en thermostatique du milieu étudi€, ce q
permet de formuler des lois d’état. Mais celles-ci sont insuffisantes, 1l faut
ajouter des lois complémentaires qui, en régle générale, peuvent se formuler
partir de Danalyse de la dissipation. Nous utiliserons essentiellement |
mécanismes dissipatifs normaux qui généralisent assez naturellement les lois de
thermodynamique des processus irréversibles (TPI). En bref, le comporteme
d’un milieu continu se trouve décrit essentiellement par deux fonctions a valeu
réelles douées de propriétés de convexité: un potentiel de dissipation et u
pseudo-potentiel (ou une fonction) de dissipation. En outre nous nous restreigno

suivr{
quelc
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_qu cas des systémes dits fermés. Cependant, des indications sont données quant a
la maniore d’aborder les systémes ouverts. Quelques exemples sont donnés dans le
cas des milieux poreux (chapitre 8) ou de I’endommagement des composites par
{eau (chapitre 12). Finalement les concepts de base sont abordés dans les trois
premiers chapitres, les chapitres suivants pouvant étre considérés comme des
illustrations de ceux-ci.

Il est bien connu qu’une loi de comportement relie les contraintes aux
déformations subies par le matériau. C’est elle qui prend en compte la nature du
matérian. C’est donc I’endroit ot les mathématiques doivent permettre de refléter
1a réalité physique. Plus généralement, il est donc nécessaire de savoir quels sont
les éléments mathématiques a utiliser pour décrire tels ou tels phénomeénes
physiques, et réciproquement. Ainsi le comportement d’un matériau doit rester le
méme quel que soit le repére dans lequel il est observé, et il doit étre tenu compte
des propriétés de symétrie éventuelle du matériau, de son isotropie ou anisotropie,
etc. Dans le respect de ces propriétés, nous pourrons éctire (chapitre 4) les lois de
comportement et les modeles mathématiques a utiliser pour transcrire certaines
réalités physiques des matériaux.

Le chapitre 5 permet une premicre mise en ceuvre des principes dégagés aux
chapitres 2 et 3. Nous commengons par les milieux continus les plus simples, a
savoir les milieux fluides. D’un point de vue thermodynamique, un fluide est un
milieu dont I’état peut étre caractérisé par seulement deux variables. Par ailleurs,
on connait de maniére trés précise les expressions des potentiels qui permettent de
décrire 1’ensemble des propriétés thermostatiques des fluides usuels. Un cas
particulier remarquable est celui ou le fluide est un gaz parfait. En mécanique des
fluides classiques, les relations complémentaires de la loi d’état, nécessaires pour
d’écrire le comportement, s’obtiennent par application des principes de la
thermodynamique des phénoménes irréversibles ; c’est-a-dire a partir d’une
expression de la dissipation sous une forme « quadratique » par rapport a certaines
variables.

L’ élasticité est abordée au chapitre 6. C’est le modele de comportement solide le
plus simple et le plus connu. C’est donc un bon exemple d’utilisation de la théorie
développée aux chapitres précédents. Les cas de I’élasticité classique puis de la
thermoélasticité classique permettent de préciser les notations utilisées dans
’ouvrage. C’est le lieu choisi pour montrer de maniére approfondie la démarche a
suivre dans des cas plus complexes. C’est aussi le lieu ou sont rassemblées
quelques notions classiques considérées comme acquises.
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Les hypothéses de petites perturbations autour d’un état d’équilibre sont ¢y
approximations intéressantes mais trés grossiéres et peu représentatives ¢y
situations courantes de la vie des matériaux et/ou des structures. Il suffit de peng.
au laminage d’une t6le ou A son emboutissage pour s’en convaincre. Aussi |
chapitre 7 donne les éléments nécessaires pour dominer ces situations. Aprés |
représentation analytique des grandes déformations, sont présentées 1’app11cat10
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d’Almansi-Fuler, etc.). Il est €galement donné une application aux miliey
hyperélastiques, de Mooney-Rivlin (ce dernier représente assez bien |
comportement des caoutchoucs).

Le chapitre 8 aborde succinctement le couplage des milieux élastiques et fluid
au travers des milieux poreux. Nous décrivons le cas simple d’un milieu pore
saturé d’un fluide. Son comportement est décrit dans le cas simple du mili
¢lastique dont les pores occlus sont saturés en fluide.

La théorie générale est appliquée au chapitre 9 dans le cas des milieux g
présentent des réponses retardées par rapport aux sollicitations qu’ils subisse
Ces effets de retard sont la conséquence des effets du temps sur le comporteme:
de ces matériaux dits viscoélastiques. C’est aussi les premiers milieux dissipat
que nous rencontrons dans ce livre. Par souci de simplification, nous nous limito
au cas linéaire.

Le cas des effets de mémoire des matériaux métalliques est abordé aux chapitr
10 et 11 qui traitent de la plasticité et de 1’¢lastoplasticité. Nous y développons d
applications de la dissipation et présentons une premiére ébauche de
construction du pseudo-potentiel des dissipations.

Le comportement des matériaux présente souvent un affaiblissement de leu
caractéristiques de tenue mécanique aux sollicitations qu’ils supportent. C’est
qui est examiné au chapitre 12 sous le vocable d’endommagement. Ce
terminologie est définie précisément avant de présenter la phénoménolog
comportementale de divers matériaux (métaux, roches, bétons, composites, etc
Une approche analytique des comportements endommagés de ces div
matériaux, sous l’effet de causes variées (contraintes, corrosion, eau...),
ensuite abordée.

Enfin, les wvariables d’état, généralement internes, doivent parfois respec
certaines contraintes pour décrire le comportement des matériaux. A i
d’exemple, nous citerons les matériaux & mémoire de forme, les mélanges et

changements de phases. Cet aspect est pris en compte dans le chapitre 13 consac
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au changement de phase eau-glace et a une premiére modélisation du
comportement des matériaux 2 mémoire de forme.
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Chapitre 1. Méthode des puissances virtuelle
;%
.
Les notions de mouvements virtuels, vitesses ou déplacements, %
conduisent aux puissances ou travaux virtuels, sont intuitives rendant difficile lez;%§
conceptualisation. La démarche qui est proposée ci-dessous, comme nous |
verrons au cours de ces pages, est particuliérement adaptée pour préciser Jo
équations de mouvement qui régissent les déplacements d’un systéme, et dédui @

les conditions aux limites qui sont associées a ces déplacements.

S
i

Définiti
le cham
c’est-a-

1.1 Rappels

La méthode des puissances virtuelles (PV) est une approche fonctionnelle qui
deux espaces : celui des efforts { F } 4 celui des mouvements virtuels{ U*

par leur produit scalaire qui est un nombre réel noté P*. Ce nombre réel P* est un
forme linéaire sur { U* }, notée L.

1.1.1 Mouvement virtuel d’un systeme S a ’instant t

Soit un systéme S repéré dans un référentiel R (O ; &L,
&2, é?), et M une particule de ce systéme (figure 1.1).

€3

Définition 1: Dans un réféventiel R, un mouvement
virtuel d’un systéme S est défini a 'instant t fixé, des

lors qu’un champ de vecteurs T~ défini sur la ON
configuration S', est donné. Le vecteur TL+(M) de ce j/

champ Tl en M, est appelé « vitesse virtuelle » dans R
de la particule M de S a l'instant t.

Figure 1.1 — Référentiel.

Remarque. La fonction & valeurs vectorielles ﬂt(M) peut étre générale. Elle peutgf
ne pas vérifier les conditions cinématiques auxquelles est soumis le champ des
vitesses réelles. Le référentiel R peut ne pas étre galiléen.
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oquons maintenant le cas d’un changement de repére au cours de la
odélisation. Soit un autre référentiel R* et un autre champ (M.

péfinition 2 : TI+(M) et TU(M) définissent & instant t (fixé) le méme mouvement
irtuel de S observé respectivement dans R* et dans R, si en chaque point M de S

 Hlous avons :

TUM) = T+M) + Te(M) (1-1)

i Tl désigne la vitesse d’entrainement réelle de M, c ‘est-a-dire la vitesse dans R
dupointliéa R* qui, & instant t, coincide avec le point M.

Définition 3 : Un mouvement virtuel défini sur S a t fixé est dit rigidifiant (mvr) si

le champ des vitesses U en un point M est un distributeur { C } (ou torseur),
¢ est-a-dire

o
fck=
w WA
o rotation (vésultante), U(M) vitesse en M (moment résultant).

1.1.2 Représentation des efforts (représentation
fonctionnelle)

Soit T un systéme extérieur & S (les points intérieurs a X et a S sont donc
disjoints).

Définition 4 : 4 un instant donné t et pour un espace vectoriel de mouvements
virtuels U, les efforts exercés par X sur S sont représentés par une fonction
linéaire et continue & valeurs réelles (ou forme linéaire continue L) définie sur U
telle que :

p* = £(U). (1-3)

Le nombre réel P* est appelé puissance virtuelle de ces efforts dans le mouvement
virtuel U.
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Ce mode de représentation « fonctionnelle » des efforts peut paraitre a premi
vue abstrait et moins intuitif que celui plus classique effectué au moyen (
champs de forces. Pourtant, comme nous I’avons observé dans 1’introduction de
chapitre, il ne fait que traduire des expériences courantes : tension d’une courrg
d’alternateur, poids d’une valise, etc... La puissance virtuelle a donc y
signification physique incontestable.

1.2.1

dessus]
3 1int

Exemples

o

e

a) Cas du point matériel : si UM) est la vitesse du point M,

P+ =r(U)=FJU, - (1

définit 1a force F appliquée en M.

b) Cas du corps rigide : soit U(M), un Torseur {cC }, tel que :

soit et

c}= {» L2 .
00 =000 +0M ro (L

p* se définit alors grice A une forme linéaire sur { C }, c’est-a-dire sur les de

vecteurs o et U(o) tels que :  taux

P* = TU(0) + M (o) (16,

ce qui définit la résultante T et le moment M(0) en o du torseur des efforti .

i

associés au torseur { C }.

¢) Efforts définis par une densité volumique de forces : soit ’élément d
volume dv entourant le point M de S, les forces élémentaires exercées sur dv sonl

alors ? dvd’ou:

Pr= [ FUdv=£(U). (1-7)




