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 	��� f,i = ∂f

∂xi
� "�� ���
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���
 ��� �	�� ���	���	��

 	��� ḟ = ∂f
∂t �
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����� ����� 
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��� ��� 	���� ������� ��� ��� =���	���� ����
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d ��� R
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����	����
 ���� 	


u · v = uivi, ‖v‖ = (v · v)1/2



� ����
�������� �
����� ��
	��� &&

��� u = (ui), v = (vi) ∈ R
d
 ���

σ · τ = σijτij , ‖τ‖ = (τ · τ )1/2

��� σ = (σij), τ = (τij) ∈ S
d� ;� ��
� �
� ��� �
��� �����	�� ��� ��� ������

���������
 ��� ��� �������	�� ����
 �� ������
 ��� ���
��

 ��
����	����

�	��� �� uν = u · ν
 uτ = u − uνν
 σν = σijνiνj ��� στ = σν − σνν�

;	�� ��� �����	�� �����
 ��� ���

	��� ����� ��� ��� �����

 	
 �
 ������
�


�����
 P� ���� � ������	
�
�� 

�� u = (ui) : Ω × [0, T ] → R
d� � ���
��



�� σ = (σij) : Ω× [0, T ] → S
d� �� 
�
	���	 ���
����� ϕ : Ω× [0, T ] → R ���

�� 
�
	���	 ������	
�
�� 

�� D = (Di) : Ω × [0, T ] → R
d ��	� ����

σ = Aε(u̇) + Bε(u) − E∗E(ϕ) 	� Ω × (0, T ), >0�&?

D = Eε(u) + βE(ϕ) 	� Ω × (0, T ), >0�0?

@	�σ + f0 = 0 	� Ω × (0, T ), >0�1?

div D − q0 = 0 	� Ω × (0, T ), >0�.?

u = 0 �� Γ1 × (0, T ), >0�2?

σν = f2 �� Γ2 × (0, T ), >0�'?

ϕ = 0 �� Γa × (0, T ), >0��?

D · ν = qb �� Γb × (0, T ), >0��?

−σν = hν(ϕ− ϕ0) pν(uν − g) �� Γ3 × (0, T ), >0�%?

‖στ‖ ≤ hτ (ϕ− ϕ0) pτ (uν − g),

−στ = hτ (ϕ− ϕ0) pτ (uν − g) u̇τ

‖u̇τ‖ 	� u̇τ 	= 0

⎫⎬
⎭ �� Γ3 × (0, T ), >0�&-?

D · ν = pe(uν − g)he(ϕ− ϕ0) �� Γ3 × (0, T ), >0�&&?

u(0) = u0 	� Ω. >0�&0?

;� ��� ��
��	�� ������� >0�&?A>0�&0? ��� ����	�� �5������	�� �� ���
�����	��
 ��� ��� �������� ����	�	��
�

/	�
�
 �����	��
 >0�&? ��� >0�0? �����
��� ��� ���������	
�����
�	� ���
�	�
���	�� ��� 	� ��	�� ε(u) = (εij(u)) ������
 ��� �	����	)�� 
���	� ���
��

E(ϕ) 	
 ��� ������	� ����
 A ��� B ��� ��� �	
��
	�� ��� ���
�	�	�� ��������





&0 ������ ���	
���
 ������ �
�
���

��
����	����
 E = (eijk) �����
���
 ��� ��	�������� �	�)�������	� ���
��
 E∗ 	

	�
 ����
��
� ��� β ������
 ��� ������	� ����	��	�	�� ���
��� ;� ������ ����
εij(u) = (ui,j + uj,i)/2 ��� E(ϕ) = −∇ϕ = −(ϕ,i)� <�
�
 ��� ���
��
 E ���
E∗ 
��	
�� ��� �����	��

Eσ · v = σ · E∗v ∀σ ∈ S
d, v ∈ R

d,

��� ��� ���������
 �� ��� ���
�� E∗ ��� �	��� �� e∗ijk = ekij � =����	�� >0�&?
	��	����
 ���� ��� ������	��� �������	�
 �� ��� �����	��
 ��� ��
��	��� �� �
�	
�����
�	� B���	��C�	�� ���
�	���	�� �����	�� >
�� $%( ��� ����	�
? ��	�� ����

	��� ������� ��� ���������� �� ��� 
���

 ���� �� ��� ������	� ����� D����	��
>0�0? ��
��	��
 � �	���� ���������� �� ��� ������	� �	
��������� ���� D ��
��� 
���	� ��� ������	� ����
4 
��� � �����	�� ��
 ���� ���������� �������� 	�
��� �	�������� >
��
 ����
 $'
 �( ��� ��� ���������
 �����	�?�

6�5�
 �����	��
 >0�1? ��� >0�.? ��� ��� ������� �����	��
 ��� ��� 
���


��� ������	���	
��������� ����

 ��
����	����
 	� ��	�� E@	�F ��� E�	�F ������
��� �	�������� ��������
 ��� ���
�� ��� ������ ������ �����	��

 	��� @	�σ =
(σij,j)
 �	�D = (Di,i)� ;� �
� ���
� �����	��
 
	��� ��� �����

 	
 �

����
�� �� ���
	
���	��

����	�	��
 >0�2? ��� >0�'? ��� ��� �	
��������� ��� �����	�� ��������
����	�	��

 ������
 >0��? ��� >0��? �����
��� ��� ������	� �������� ����	�
�	��
4 ���
� ����	�	��
 
��� ���� ��� �	
��������� ���� ��� ��� ������	���
������	�� ���	
� �� Γ1 ��� Γa
 ��
����	����
 ��	�� ��� �����
 ��� ���� ������	�
������
 ��� ���
��	��� �� Γ2 ��� Γb
 ��
����	����� <�
�
 >0�&0? �����
���
 ���
	�	�	�� ����	�	�� 	� ��	�� u0 	
 ��� �	��� 	�	�	�� �	
��������� �����

;� ���� �� ��� �������� ����	�	��
 >0�%?A>0�&&?
 ������� �
�� 	� $2(

��	�� ��
��	�� ��� ������	��� ��� ������	��� ����	�	��
 �� ��� ������	�� ����
���� 
������ Γ34 �����
 g �����
���
 ��� ��� 	� ��� ��������� ���������	��
������� Γ3 ��� ��� �������	��
 ���
���� ����� ��� �	����	�� �� ν
 ��� ϕ0

������
 ��� ������	� ������	�� �� ��� �������	���
/	�
�
 >0�%? �����
���
 ��� ������ �����	���� ������� ����	�	�� 	� ��	��

pν 	
 � ���
��	��� ��������	�� �����	�� ��	�� ���	
��
 ���� 	�
 ��������
	
 �����	�� ��� hν 	
 � ��
	�	�� �����	��
 ��� 
�	*��

 ���3�	���� =����	��
>0�%? 
���
 ���� ���� ����� 	
 �� ������� >	��� ���� uν < g? ���� σν = 0
��� ��������� ��� ������ ���

��� ���	
��
4 ���� ����� 	
 ������� >	��� ����
uν ≥ g? ���� σν ≤ 0 ��� ��������� ��� �����	�� �� ��� �������	�� 	
 ������

��� �����

����	�	�� >0�&-? 	
 ��� �

��	���� ��	��	�� ��� ����� pτ 	
 � �	��� �����	��
��� hτ 	
 ��� ���3�	��� �� ��	��	��� <�����	�� �� >0�&-? ��� �������	�� 
����



� ����
�������� �
����� ��
	��� &1

������ �5���� ��� ��5	��� ��	��	���� ��
	
����� hτ (ϕ− ϕ0) pτ (uν − g)
 ���

�������� ��	��	�� ������ !�������
 ���� 
�	�	�� ��������

 ��� �������	��

���� ������
 ��� ��	��	�� ����� ��� ����
�
 ��� ���	���

/�	��	���� ������� ����	�	��
 �� ��� ���� >0�%?
 >0�&-? ���� ���� �
��
	� ��� 
���� �� ���	��
 �	�)�������	� ������� �������

 
��
 ���� $&&
 &�(
��� ��� ���������
 �����	�� 8��	�� ���
� ���������

 �� �

��� ���� ����
��� 
�	*��

 ���3�	��� hν ��� ��� ���3�	��� �� ��	��	�� hτ ������ �� ���
�	*������ ������� ��� ������	�� �� ��� �������	�� ��� ��� �����
 
�������

/	�����
 >0�&&? 	
 � �������	)�� ������	��� ������� ����	�	�� �� Γ3
 
	�	���
�� ���� ������� �
�� 	� $1
 .
 2
 &&(� G��� pe �����
���
 ��� ������	��� ����
����	�	�� ���3�	���
 ��	�� ���	
� ���� 	�
 �������� 	
 �����	��
 ��� he 	
 �
�	��� �����	��� "��

 ����	�	�� >0�&&? 
���
 ���� ���� ����� 	
 �� �������
�� � ��	�� �� ��� 
������ >	��� ���� uν < g? ���� ��� ������ ��������� ��
��� ������	� �	
��������� ���� ���	
��

 ��� ���� ����� 	
 ������� >	��� ����
uν ≥ g? ���� ����� ��� �� ������	��� ������
 ��	�� ������ �� ��� �	*������
������� ��� ������	�� �� ��� �������	�� ��� ��� �����
 
�������

9����
� �� ��� ��	��	���� ����	�	�� >0�&-?
 ��	�� 	
 ����
�����
 �� ��
��� �5���� ��� ������� �� ����
 	� �������
 ��� ���

	��� 
����	��
� /�� ��	

���
��
 �� ���	�� 	� ��� ��5� 
���	�� � ���	��	���� ��������	�� �� ��� �������

���� �� 	���
�	���� 	�
 ���� 
�����	�	���

� ���
��
���� ��������
��

;� ���� ��� �� ��� ���	��	���� ��������	�� �� ��� ������� ���
 �� ��	
 ���

�� ���� ���	�	���� �����	�� ��� ����	�	���	�
� ;� �
� 
������� �����	��
��� ��� Lp ��� ��� :������ 
����
 �

��	���� �	�� Ω ��� Γ4 ��������
 ���
� �����	�� ψ ∈ H1(Ω) �� 
�	�� ��	�� ψ �� ������ 	�
 ����� �� Γ� 9�
	��

��� 
���� Ld(Ω)d ������� �	�� ��� �����	� 	���� ������� (·, ·)Ld(Ω)d ��� ���
�

��	���� ���� ‖·‖Ld(Ω)d 
 ��� ��� �������
 �� +������ P �� �
� ��� 
����


Q = { τ = (τij) : τij = τji ∈ L2(Ω) },
V = { v ∈ H1(Ω)d : v = 0 �� Γ1 },
W = { ψ ∈ H1(Ω) : ψ = 0 �� Γa }.

"�� 
���� Q 	
 � ���� G	����� 
���� ������� �	�� ��� 	���� �������

(σ, τ )Q
∫

Ω
σijτijdx



&. ������ ���	
���
 ������ �
�
���

��� ��� �

��	���� ���� ‖ · ‖Q� <�
�
 
	��� measΓ1 > 0 ��� measΓa > 0
 	�
	
 ���� ����� ���� V ��� W ��� ���� G	����� 
����
 ������� �	�� ��� 	����
�������


(u,v)V = (ε(u), ε(v))Q, (ϕ,ψ)W = (∇ϕ,∇ψ)L2(Ω)d

��� ��� �

��	���� ����
 ‖ · ‖V ��� ‖ · ‖W 
 ��
����	����� !�������
 �� ���
:������ ����� �������
 ����� �5	
�
 ��� ��
	�	�� ���
����
 c0 ��� c̃0 ��	��
������ �� Ω
 Γ1 ��� Γ3 
��� ����

‖v‖L2(Γ3)d ≤ c0 ‖v‖V ∀v ∈ V, ‖ψ‖L2(Γ3) ≤ c̃0 ‖ψ‖W ∀ψ ∈W. >1�&?

/	�����
 	� (X, ‖ · ‖X) �����
���
 � ���� 9����� 
����
 �� ������ ��
C([0, T ];X) ��� C1([0, T ];X) ��� 
����
 �� ����	����
 ��� ����	����
�� �	��
������	���� �����	��
 �� [0, T ] �	�� �����
 �� X
 �	�� ��� ����


‖x‖C([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

‖x(t)‖X ,

‖x‖C1([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

‖x(t)‖X + max
t∈[0,T ]

‖ẋ(t)‖X .

D����� ����
 ���� ��� �����
 ��� ��� �����
���
 ��� ���	���	�� �	�� ��
����
�� ��� �	�� ���	�����

#� ��� 
���� �� ��� ������	��� ������� >0�&?A>0�&0? �� �

��� ���� ���
�	
��
	�� �������� A
 ��� ���
�	�	�� �������� B
 ��� �	�)�������	� ���
�� E ���
��� ������	� ����	��	�	�� ���
�� β 
��	
��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(a) A : Ω × S
d → S

d.
(b) There exists LA > 0 such that

‖A(x, ξ1) −A(x, ξ2)‖ ≤ LA‖ξ1 − ξ2‖
∀ ξ1, ξ2 ∈ S

d, a.e. x ∈ Ω.
(c) There exists mA > 0 such that

(A(x, ξ1) −A(x, ξ2)) · (ξ1 − ξ2) ≥ mA‖ξ1 − ξ2‖2

∀ ξ1, ξ2 ∈ S
d, a.e. x ∈ Ω.

(d) The mapping x 
→ A(x, ξ) is Lebesgue measurable on Ω,
for any ξ ∈ S

d.

(e) The mapping x 
→ A(x,0) belongs to Q.

>1�0?



� ����
�������� �
����� ��
	��� &2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(a) B : Ω × S
d → S

d.
(b) There exists LB > 0 such that

‖B(x, ξ1) − B(x, ξ2)‖ ≤ LB‖ξ1 − ξ2‖
∀ ξ1, ξ2 ∈ S

d, a.e. x ∈ Ω.
(c) The mapping x 
→ B(x, ξ) is measurable on Ω,

for any ξ ∈ S
d.

(d) The mapping x 
→ B(x,0) belongs to Q.

>1�1?

⎧⎨
⎩

(a) E : Ω × S
d → IRd.

(b) E(x, τ ) = (eijk(x)τjk) ∀τ = (τ ij) ∈ S
d, a.e. x ∈ Ω.

(c) eijk = eikj ∈ L∞(Ω).
>1�.?

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

(a) β : Ω × IRd → IRd.

(b) β(x,E) = (βij(x)Ej) ∀E = (Ei) ∈ IRd, a.e. x ∈ Ω.
(c) βij = βji ∈ L∞(Ω).
(d) There exists mβ > 0 
��� ���� βij(x)EiEj ≥ mβ‖E‖2

∀E = (Ei) ∈ IRd, ���� x ∈ Ω.

>1�2?

"�� �����	��
 pr ��� hr >��� r = ν, τ, e? ��� 
��� ����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(a) pr : Γ3 × IR → IR.
(b) There exists Lr > 0 
��� ����

|pr(x, u1) − pr(x, u2)| ≤ Lr|u1 − u2| ∀u1, u2 ∈ IR, a.e. x ∈ Γ3.
(c) There exists pr ≥ 0 
��� ����

0 ≤ pr(x, u) ≤ pr ∀u ∈ IR, a.e. x ∈ Γ3.
(d) The mapping x 
→ pr(x, u) 	
 ���
������ �� Γ3, ��� ��� u ∈ IR.
(e) pr(x, u) = 0 ∀u < 0, a.e. x ∈ Γ3.

>1�'?

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(a) hr : Γ3 × IR → IR, for r = ν, τ, e.
(b) There exists lr > 0 
��� ����

|hr(x, ϕ1) − hr(x, ϕ2)| ≤ lr|ϕ1 − ϕ2|
∀ϕ1, ϕ2 ∈ IR, a.e. x ∈ Γ3, for r = ν, τ, e.

(c) There exists hr ≥ 0 
��� ����
0 ≤ hr(x, ϕ) ≤ hr ∀ϕ ∈ IR, a.e. x ∈ Γ3, for r = ν, τ.

(d) There exists he ≥ 0 
��� ����
|he(x, ϕ)| ≤ he ∀ϕ ∈ IR, a.e. x ∈ Γ3.

(e) The mapping x 
→ hr(x, u) 	
 ���
������ �� Γ3,
��� ��� ϕ ∈ IR, for r = ν, τ, e.

>1��?
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 ������ �
�
���

"�� �����

 �����	��

 ������ ��� 
������ ���� ������ ���
	�	�
 
��	
��

f0 ∈ C([0, T ];L2(Ω)d), f2 ∈ C([0, T ];L2(Γ2)d), >1��?

q0 ∈ C([0, T ];L2(Ω)), qb ∈ C([0, T ];L2(Γb)). >1�%?

/	�����
 �� �

��� ���� ��� ��� �����	��
 ��� ������	�� �� ��� �������	��
��� ��� 	�	�	�� �	
��������� 
��	
��

g ∈ L2(Γ3), g ≥ 0 a.e. on Γ3, >1�&-?

ϕ0 ∈ L2(Γ3), >1�&&?

u0 ∈ V. >1�&0?

6�5�
 �� ����� ��� ���� ����	��
 J : W×V ×V → IR
 G : V ×W×W →
IR
 f : [0, T ] → V ��� q : [0, T ] →W 
 ��
����	����
 ��

J(ϕ,u,v) =
∫

Γ3

hν(ϕ− ϕ0) pν(uν − g)vν da >1�&1?

+
∫

Γ3

hτ (ϕ− ϕ0) pτ (uν − g)‖vτ‖ da,

G(u, ϕ, ψ) =
∫

Γ3

pe(uν − g)he(ϕ− ϕ0)ψ da, >1�&.?

(f(t),v)V =
∫

Ω
f0(t) · v dx+

∫
Γ2

f2(t) · v da, >1�&2?

(q(t), ψ)W =
∫

Ω
q0(t)ψ dx−

∫
Γb

qb(t)ψ da, >1�&'?

��� ��� u, v ∈ V, ϕ, ψ ∈ W ��� t ∈ [0, T ]� ;� ���� ���� ��� ����	�	��
 ��
f ��� q ��� ��
�� �� ��� D	�
) �����
�����	�� �������4 ��������
 	� ������

���� �

����	��
 >1�'?A>1�&&? ���� ��� 	�������
 	� >1�&1?A>1�&'? ��� �����
������ ���
 	� ���	�	��

f ∈ C([0, T ];V ), >1�&�?

q ∈ C([0, T ];W ). >1�&�?

/	�����
 �

����	��
 >1�'? ��� >1��? ����	��� �	�� >1�&? �	���

J(ϕ1,u1,v2) − J(ϕ1,u1,v2) + J(ϕ2,u2,v1) − J(ϕ2,u2,v2) >1�&%?
≤ c (‖ϕ1 − ϕ2‖W + ‖u1 − u2‖V )‖v1 − v2‖V ),

G(u1, ϕ1, ψ) −G(u2, ϕ2, ψ) >1�0-?

≤ (c0c̃0Lphe‖u1 − u2‖V + c̃20lepe‖ϕ1 − ϕ2‖W )‖ψ‖W ,



� ����
�������� �
����� ��
	��� &�

��� ��� u1
 u2
 v1
 v2 ∈ V 
 ϕ1
 ϕ2
 ψ ∈W 
 ����� c > 0�

8
	�� 	�������	�� �� ����

 	� 	
 
���	���������� �� 
�� ���� 	� (u,σ, ϕ,D)
��� 
�3�	����� ������� �����	��
 ��	�� 
��	
�� >0�1?A>0�&&? ����

(σ(t), ε(v) − ε(u̇(t))Q + J(ϕ(t),u(t),v) − J(ϕ(t),u(t), u̇(t)) >1�0&?

≥ (f(t), u̇(t) − v)V ,

(D(t),∇ψ)L2(Ω)d + (q(t), ψ)W = G(u(t), ϕ(t)), ψ), >1�00?

��� ��� v ∈ V 
 ψ ∈ W ��� t ∈ [0, T ]� ;� 
��
�	���� >0�&? 	� >1�0&?
 >0�0?
	� >1�00?
 ���� ���� E(ϕ) = −∇ϕ ��� �
� ��� 	�	�	�� ����	�	�� >0�&0?� <
 �
��
��� �� ����	� ��� ������	�� ���	��	���� ��������	�� �� ������� P�

�����
 PV � ���� � ������	
�
�� 

�� u : [0, T ] → V ��� �� 
�
	���	

���
����� ϕ : [0, T ] →W ��	� ����

(Aε(u̇(t)), ε(v) − ε(u̇(t)))Q + (Bε(u(t)), ε(v) − ε(u̇(t)))Q >1�01?

+(E∗∇ϕ(t), ε(v) − ε(u̇(t)))Q + J(ϕ(t),u(t),v) − J(ϕ(t),u(t), u̇(t))
≥ (f(t),v − u̇(t))V ,

��� ��� v ∈ V ��� t ∈ [0, T ]�

(β∇ϕ(t),∇ψ)L2(Ω)d − (Eε(u(t)),∇ψ)L2(Ω)d >1�0.?

+G(u(t), ϕ(t)), ψ) = (q(t), ψ)W ,

��� ��� ψ ∈W ��� t ∈ [0, T ]� ���

u(0) = u0. >1�02?

"� 
���� ������� PV �� ���� ��� 
������

 �

����	��

c̃20lepe < mβ, >1�0'?

����� c̃0
 le
 pe ��� mβ ��� �	��� 	� >1�&? >1��?
 >1�'? ��� >1�2?
 ��
����	�����
;� ���� ���� ���� ��� ����� ���
����
 ��� H	�
�	�) ������� �� he
 ��� �����
�� pe ��� ��� �����	�	�� ���
���� �� β ��� ��� 	������� 	� >1�0'?4 ���������

��	
 
������

 �

����	�� 	������
 ���� ��� �������� ��� ��� ������	��� ����

��� ���
 ��� ������ �� ��� ������	��� ���� �� ��� �������� !�������
 	� 	


��	
��� ���� ��� ��
����� 	
 	�
������
 
	��� ���� pe ≡ 0 ��� 
� pe = 0�

 �� ��	� �5	
����� ��� ��	�����

 ��
��� ���� �� 
���� ��� ��� �����
	� ��� ��5� 
���	�� 	
 ��� ������	���



&� ������ ���	
���
 ������ �
�
���

������
 �� �����
 ���� (3.2)�(3.12) ��� (3.26) ����� ��
� �����
� PV

��� � �����
 �������� ���	� �����

�

u ∈ C1([0, T ];V ), ϕ ∈ C([0, T ];W ). >1�0�?

< ��������� �� �����	��
 (u, σ, ϕ, D) ��	�� 
��	
��
 >0�&?
 >0�0?
 >1�01?A
>1�02? 	
 ������ � �
�� �������� �� ��� �	�)�������	� ������� ������� P� #�
������
 ���� "������ & ����
 ����� ��� �

����	��
 >1�0?A>1�&0?
 >1�0'?

����� �5	
�
 � ��	��� ���� 
����	�� �� +������ P� "� ����	
� ��� �������	��
�� ��� ���� 
����	�� �� ���� ���� ��� ���
�	���	�� �����	��
 >0�&? ��� >0�0?

�

����	��
 >1�0?A>1�2? ��� �������	�� >1�0�? 	���� ����

σ ∈ C([0, T ];Q), D ∈ C([0, T ];L2(Ω)d). >1�0�?

!�������
 �
	�� ���	� >0�&?
 >0�0? ����	��� �	�� >1�01?
 >1�0.? ��� ��� ���
���	�� >1�&1?A>1�&'?
 ����� 
������� ��������
 �� ����	� ���� @	�σ(t) +
f0(t) = 0 ��� �	�D(t) = q0(t)
 ��� ��� t ∈ [0, T ]� #� ������
 ��� ���� ���
�������	�� >1��? ��� >1�%? ����

@	�σ ∈ C([0, T ];L2(Ω)d), �	�D ∈ C([0, T ];L2(Ω)). >1�0%?

;� �������� ���� ��� ���� 
����	�� (u, σ, ϕ, D) �� ��� �	�)�������	� �������
������� P ��
 ��� �������	�� >1�0�?A>1�0%?�

� ����� �� ������� �

;� ���� ��� �� ��� ����� �� "������ & ��	�� �	�� �� ����	�� ��� 	� 
������

���
� ;� �

��� 	� ���� ������
 ���� >1�0?A>1�&0? ��� >1�0'? ���� ���

���������� �����
 �� ������ �� c ���	��
 ��
	�	�� ���
����
 ��	�� ��� 	����
������� �� �	�� ��� ���
� ����� ��� ������ ���� �	�� �� �	��� ;� ���
	���
��� ������� 
���� X = V ×W �������� �	�� ��� 	���� �������

(x,y)X = (u,v)V + (ϕ,ψ)W ∀x = (u, ϕ), y = (v, ψ) ∈ X

��� ��� �

��	���� ���� ‖ · ‖X � H�� η = (η1, η2) ∈ C([0, T ],X) �� �	���� #�
��� ��
� 
���
 �� ���
	��� ��� ������	�� 	�������	��� ��������


�����
 Pdisp
η � ���� � ������	
�
�� 

�� uη : [0, T ] → V ��	� ����

(Aε(u̇η(t)), ε(v) − ε(u̇η(t)))Q + (Bε(η1(t)), ε(v) − ε(u̇η(t)))Q >.�&?

+(E∗∇η2(t), ε(v) − ε(u̇η(t)))Q + J(η2(t),η1(t),v)
−J(η2(t),η1(t), u̇η(t)) ≥ (f(t),v − u̇η(t))V ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ],



� ����
�������� �
����� ��
	��� &%

uη(0) = u0. >.�0?

#� ��� 
���� �� ��� ���	��	���� ������� Pdisp
η �� ���� ��� ������	�� ��
����

��

� �� ��
�
 
����� � �����
 �������� uη ∈ C1([0, T ], V ) �� ��
 �����
�

(4.1)�(4.2)� ���
��
�� �� u1 ��� u2 ��
 ��� ��������� �� �����
� (4.1)�(4.2)
	���
������� �� ��
 ���� η1 = (η1

1, η
1
2)� η2 = (η2

1, η
2
2) ∈ C([0, T ],X) ��
�

��
�
 
����� c > 0 ��	� ����

‖u̇1(t) − u̇2(t)‖V ≤ c ‖η1(t) − η2(t)‖X ∀ t ∈ [0, T ]. >.�1?


����� ;� �
� ���

	��� ��
���
 �� ���	��	� ���	��	���� 	������	�	�
 >
�� $%

�� '-(? �� ������ ����
 ��� ���� t ∈ [0, T ]
 ����� �5	
�
 � ��	��� �������
vη(t) ∈ V 
��� ����

(Aε(vη(t)), ε(v) − ε(vη(t)))Q + (Bε(η1(t)), ε(v) − ε(vη(t)))Q >.�.?
+(E∗∇η2(t), ε(v) − ε(vη(t)))Q + J(η2(t),η1(t),v)

−J(η2(t),η1(t),vη(t)) ≥ (f(t),v − vη(t))V ∀v ∈ V.

H�� t1, t2 ∈ [0, T ]4 �
	�� >.�.? ��� t = t1 ��� t = t2
 �� ��
	�� ���	�� ���
	������	��

(Aε(vη(t1)) −Aε(vη(t2)), ε(vη(t1)) − ε(vη(t2)))Q
≤ (Bε(η1(t1)) − Bε(η1(t2)), ε(vη(t2)) − ε(vη(t1)))Q +

+(E∗∇η2(t1) − E∗∇η2(t2), ε(vη(t2)) − ε(vη(t1)))Q
+J(η2(t1),η1(t1),vη(t2)) − J(η2(t1),η1(t1),vη(t1))

+J(η2(t2),η1(t2),vη(t1)) − J(η2(t2),η1(t2),vη(t2))
+(f(t1) − f(t2),vη(t1) − vη(t2))V .

"���
 �� �
� �

����	��
 >1�0?
 >1�1?
 >1�.? ��� >1�&%? �� ����	�

‖vη(t1) − vη(t2)‖V ≤ c (‖η1(t1) − η1(t2)‖V >.�2?

+‖η2(t1) − η2(t2)‖W + ‖f(t1) − f(t2)‖V ).

/��� >.�2?
 >1�&�? ��� ��� �������	�� �� η 	� ������
 ���� vη ∈ C([0, T ];V )�
H�� uη : [0, T ] → V �� ��� �����	�� ������ ��

uη(t) =
∫ t

0
vη(s) ds+ u0, ∀t ∈ [0, T ]. >.�'?



0- ������ ���	
���
 ������ �
�
���

#� ������
 ���� >.�'? ��� >.�.? ���� uη 	
 � 
����	�� �� +������ Pdisp
η ���


��������
 uη ∈ C1([0, T ];V )� "�	
 �����
 ��� �5	
����� ���� �� H���� &�
"�� ��	�����

 ���� ������
 ���� ��� ��	��� 
�����	�	�� �� ��� ���	��	����
	������	�� >.�.? �� ���� t ∈ [0, T ]�

H�� ��� ������ �� u1 ��� u2 ��� 
����	��
 �� ������� (4.1)A(4.2) ����
��
����	�� �� ��� ���� η1 = (η1

1, η
1
2)
 η2 = (η2

1, η
2
2) ∈ C([0, T ],X) ��� ���

u̇1 = v1
 u̇2 = v2� <�������
 
	�	��� �� ���
� �
�� 	� ��� ����� �� >.�2? ����
��

‖u̇1(t) − u̇2(t)‖V ≤ c (‖η1
1(t) − η2

1(t)‖V + ‖η1
2(t) − η2

2(t)‖V ) ∀ t ∈ [0, T ],

��	�� 
���
 ���� >.�1? ����
� �

#� ��� ��5� 
��� �� �
� ��� 
����	�� uη ∈ C1([0, T ], V ) ����	��� 	� H����
& �� ���
����� ��� ������	�� ���	��	���� ��������


�����
 Ppot
η � ���� �� 
�
	���	 ���
����� 

�� ϕη : [0, T ] →W ��	� ����

(β∇ϕη(t),∇ψ)L2(Ω)d − (Eε(uη(t)),∇ψ)L2(Ω)d >.��?

+G(uη(t), η2(t), ψ) = (q(t), ψ)W ∀ψ ∈W, t ∈ [0, T ]

"�� �������
����

 �� ��� ������� Ppot
η 	
 �	��� �� ��� ������	�� ��
����

��

� �� ��
�
 
����� � �����
 �������� ϕη ∈ C([0, T ];W ) ���	� �����

�

(4.7)� ���
��
�� �� u1� u2 ��� ϕ1� ϕ2 ��
 ��� ��������� �� �� (4.1)�(4.2) ���

(4.7)� �
��
	���
�!� 	���
������� �� η1� η2 ∈ C([0, T ];X)� ��
� ��
�
 
�����

c > 0 ��	� ����

‖ϕ1(t) − ϕ2(t)‖W ≤ c ‖u1(t) − u2(t)‖V >.��?

+
c̃20lepe

mβ
‖η1(t) − η2(t)‖X ∀ t ∈ [0, T ].


����� #� ������
 ���� >1�2? ���� ��� �	�	���� ����

a(ϕ,ψ) = (β∇ϕ,∇ψ)L2(Ω)d >.�%?

	
 ����	����

 
������	� ��� �����	�� �� W � !�������
 �
	�� >1�&�?
 >1�0-?

�

����	�� >1�.? �� ��� �	�)�������	� ���
�� E ��� ��� �������	�� uη ∈
C1([0, T ];V )
 	� ������
 ���� ��� �����	�� qη : [0, T ] → W 
 �	��� ��

(qη(t), ψ)W = (q(t), ψ)W + (Eε(uη(t)),∇ψ)L2(Ω)d >.�&-?

−G(uη(t), η2(t), ψ) ∀ψ ∈W, t ∈ [0, T ],



� ����
�������� �
����� ��
	��� 0&

	
 ����	����
� "�� �5	
����� ��� ��	�����

 ���� 	� H���� .�1 	
 ��� �

���	��� ���
������� �� ��� ���������� H�5�!	����� ������� ����	�� �� ���
�	������������ ���	��	���� �����	��

a(ϕ(t), ψ) = (qη(t), ψ) ∀ψ ∈W, t ∈ [0, T ],

����	��� �	�� ��� �����	�	�
 >.�%?
 >.�&-?� !�������
 ��� �
�	���� >.��?
������
 ���� >.��?
 >1�.?
 >1�2? ��� >1�0-?� �

;� ��� ���
	��� ��� �������� Λ : C([0, T ];X) → C([0, T ];X) ������ ��

Λη(t) = (uη(t), ϕη(t)) ∀η ∈ C([0, T ];X)), t ∈ [0, T ]. >.�&&?

"�� ��5� 
��� ���
	
�
 	� ��� ������	�� ��
����

��

� �� ��
�
 
����� � �����
 η∗ ∈ C([0, T ];X) ��	� ���� Λη∗ = η∗�


����� H�� η1 = (η1
1, η

1
2)
 η2 = (η2

1, η
2
2) ∈ C([0, T ];X) ���
 ��� 
	���	�	��


�� �
� ��� �����	�� ui ��� ϕi ��� ��� �����	��
 uηi ��� ϕηi ����	��� 	�
H����
 & ��� 0
 ��� i = 1, 2� H�� t ∈ [0, T ]� 8
	�� >.�&&? ��� >.��? ��
����	�

‖Λη1(t)−Λη2(t)‖Q ≤ c ‖u1(t)−u2(t)‖V +
c̃20lepe

mβ
‖η1(t)− η2(t)‖X . >.�&0?

 � ��� ����� ����
 
	���

ui(t) = u0 +
∫ t

0
u̇i(s) ds

�� ����

‖u1(t) − u2(t)‖V ≤
∫ t

0
‖u̇1(s) − u̇2(s)‖V ds

���
 ����	�	�� ��	
 	������	�� �	�� >.�1?
 �� ���

‖u1(t) − u2(t)‖V ≤ c

∫ t

0
‖η1(t) − η2(t)‖X ds. >.�&1?

;� �
� ��� >.�&0? ��� >.�&1? �� ����	�

‖Λη1(t) − Λη2(t)‖Q ≤ c

∫ t

0
‖η1(s) − η2(s)‖X ds+

c̃20lepe

mβ
‖η1(t) − η2(t)‖X .



00 ������ ���	
���
 ������ �
�
���

"�� ��
� 	������	�� ����	��� �	�� ��� 
������

 �

����	�� >1�0'? �����

��� �
� �� ��������� 0�& 	� $&�(4 �
 � ��
��� 	� ������
 ���� ��� �������� Λ ��

� ��	��� �5�� ��	��
 ��	�� ��������
 ��� ������ �

;� ���� ��� ��� ��� 	�����	���
 �� ����� ��� "������ &�

"����
�	
� H�� η∗ = (η∗
1, η

∗
2) ∈ C([0, T ];X) �� ��� �5�� ��	�� �� ���

�������� Λ
 ��� ��� uη∗ 
 ϕη∗ �� ��� 
����	��
 �� �������
 Pdisp
η ��� Ppot

η 

��
����	����
 ��� η = η∗� #� ������
 ���� >.�&&? ���� uη∗ = η∗

1
 ϕη∗ = η∗2 ���
��������� >.�&?
 >.�0? ��� >.��? 	���� ���� (uη∗ , ϕη∗) 	
 � 
����	�� �� �������
PV � "�� �������	�� >1�0�? ������
 ���� H����
 .�0 ��� .�1�

#����
�
��� "�� ��	�����

 �� ��� 
����	�� ������
 ���� ��� ��	�����


�� ��� �5�� ��	�� �� ��� �������� Λ
 �	��� �� H���� 1� �

� �����
	�� ������	�

����������� ������
� =��������� ����� �� �

��� ���� >1�0?A>1�&0? ���
>1�0'? ����� ;� ��� 	�������� � ����� �	
����� 
����� �� �����5	���� ���

����	�� �� +������ PV 
 ����	��� �� "������ &� /	�
�
 �� ���
	��� ���
��	�� �	���
	���� 
����
 V h ⊂ V ��� W h ⊂ W �����5	���	�� ��� 
����

V ��� W 
 ��
����	����
 	� ��	�� h > 0 ������
 ��� 
���	�� �	
����	)��	��
���������� #� ��� �����	��� 
	�����	��
 ���
����� �����
 V h ���W h ���
	
�
�� ����	����
 ��� �	����	
� �3�� �����	��

 ���� 	



V h = {wh ∈ [C(Ω)]d : wh
|Tr

∈ [P1(Tr)]d ∀Tr ∈ T h, wh = 0 �� Γ1}, >2�&?

W h = {ζh ∈ C(Ω) : ζh
|Tr

∈ P1(Tr) ∀Tr ∈ T h, ζh = 0 �� Γa}, >2�0?

����� Ω 	
 �

���� �� �� � ��������� ����	�
 T h ������
 � ��	�� �������
��	�������	�� �� Ω
 ��� P1(Tr) �����
���
 ��� 
���� �� �������	��
 �� ������
������ ��

 �� ����� �� ��� 	� Tr� #� ���	�	��
 �� ���
	��� � ��	���� ����	�	��
�� [0, T ]
 0 = t0 < t1 < . . . < tN = T, ���� �� �
� �� �	
����	)� ��� �	��
���	���	��
 ���
 ���������� 	� ��	
 
���	��
 �� �
� ��� �����	�� k ��� ���
�	�� 
��� 
	)�
 	��� k = T/N � /	�����
 ��� � ����	����
 �����	�� f(t) ��
������ fn = f(tn) ��� ��� � 
������� {wn}N

n=0 �� �
� δwn = (wn −wn−1)/k
��� ��� �	�	��� �	*������
�

H�� uhk
0 �� �� �������	��� �����5	���	�� �� ��� 	�	�	�� ����	�	�� u0�

"��� �
	�� ��� �������� =���� 
�����
 ��� ����� �	
����� �����5	���	�� ��
+������ PV 	
 ��� ������	���



� ����
�������� �
����� ��
	��� 01


�����
 Phk
V � ���� � ���	�
�
 ������	
�
�� 

�� uhk = {uhk

n }N
n=0 ⊂ Kh

��� � ���	�
�
 
�
	���	 ���
����� ϕhk = {ϕhk
n }N

n=0 ⊂W h ��	� ����

(Aε(δuhk
n ), ε(wh) − ε(uhk

n ))Q + (Bε(uhk
n ), ε(wh) − ε(uhk

n ))Q
+(E∗∇ϕhk

n , ε(wh) − ε(uhk
n ))Q + J(ϕhk

n ,uhk
n ,wh) − J(ϕhk

n ,uhk
n , δuhk

n )
≥ (fn,w

h − uhk
n )V ∀wh ∈ V h, for all n = 1, . . . , N,

(β∇ϕhk
n ,∇ψh)L2(Ω)d − (Eε(uhk

n ),∇ψh)L2(Ω)d +G(uhk
n , ϕhk

n , ψh)

= (qn, ψh)W ∀ψh ∈W h, for all n = 0, . . . , N.

"�� �5	
����� �� � ��	��� 
����	�� �� +������ Phk
V ��� �� ����	��� ��

��������
 
	�	��� �� ���
� ���
����� 	� :���	�� .� "�� 
����	�� �����	���
	� 
���	�� +������ Phk

V ����	��
 ��� ��	�� �	*������
 ������ >��� �����
���� =���� �	*������ ������? �	�� ��� �	���� 	�����	��
 ������ >��� 6�����
������?� @���	�
 �� ���
� ������
 ��� �� ��� 	� ��� ��������� $&%( ���

���������
 �� ��	� ����� 6���������


 �� ���� ���� ��� �����	��� ���������
�� ��� ��	��	���� ������� ���� 	
 ��
�� �� ��� �
� �� � �����	)��	�� ������ ���
��� ������� ���� ��� �� ��������� H��������� ������ ��� ��� ����
�����
��	��	�� ����
 
�� $&%( ��� $0(
 ��
����	�����

��
������ ��
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(O,X1,X2,X3)� "�� �����	�� �
�� 	
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���� �� �� � �	������ 	
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�	�)������	� �	�� ��5������ 
������� �	�� )	�� �5��� �����	�� >���

 6mm
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��� �5	
 ��� ��� (X1OX3) ��� (X2OX3) �����
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���� �����
��� X1 �	����	��� <
 � ���
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 ��� ����
 E
 D
 ε ��� σ ���� ��� �� ��
���
���� ����� X1� #� ���	�	��
 �� 
����
� ���� ε11 = 0
 ε12 = 0
 ε13 = 0
��� D1 = 0
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 ��� ��	� (u, ϕ) �����
��� �	
��������� ���� u = (u2, u3) ������
 �� ��� ����� (O,X2,X3)�
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 	��� A = (aijkl) ��� B = (bijkl)� "���
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��� (O,X2,X3)
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⎡

⎢⎢⎢⎢⎣
σ22

σ33

σ23

D2

D3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
b22 b23 0 0 e32
b23 b33 0 0 e33
0 0 b44 e24 0
0 0 e24 −β22 0
e32 e33 0 0 −β33

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

ε22
ε33
2ε23
−E2

−E3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ >2�1?

+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
a22 a23 0 0 0
a23 a33 0 0 0
0 0 a44 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

ε̇22
ε̇33
2ε̇23
−E2

−E3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ .

G��� ε̇ij =
1
2

(
∂u̇i

∂xj
+
∂u̇j

∂xi

)
��� ���� ���� �����	�� >2�1? 	
 ����	��� �� ���

	����	����	��

bijkl ≡ bpq =

⎛
⎝ b22 b23 0

b23 b33 0
0 0 b44

⎞
⎠ , aijkl ≡ apq =

⎛
⎝ a22 a23 0

a23 a33 0
0 0 a44,

⎞
⎠ ,

�	�� ��� ����

ij �� kl = 22 −→ p �� q = 2,
ij �� kl = 33 −→ p �� q = 3,

ij �� kl = 23 �� 32 −→ p �� q = 4.
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eijk ≡ eiq =
(

0 0 e24
e32 e33 0

)
�	��

jk = 22 −→ q = 2,
jk = 33 −→ q = 3,

jk = 23 �� 32 −→ q = 4.

;� �
� ��� �����	�� ���
����
 �	��� 	� "����
 & ��� 0
 	� ��	�� ε08.885 ×
10−12C2/Nm2 �����
���
 ��� ����	��	�	�� ���
���� �� ��� �������

=��
�	� (GPa) C	
�����
�	� (GPa · s)
b22 b23 b33 b44 a22 a23 a33 a44

0&- &-2 0&& .0�2 0�& &�-2 0�&& -�.02
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+	�)�������	� (C/m2) +���	��	�	�� (C2/Nm2)
e32 e33 e24 β22/ε0 β33/ε0
�-�'& &�&. �-�2% ���1 ����
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Γ1

P
1

P2

P3P4 x

x1

2f

g

2

Conductive foundation

2Γ  = Γ
Γ  = Γb1

Γ  = Γb1
Ω

Γ3

a

/	���� &I +��
	��� 
���	�� �� !=!: I �� ����������
�	� ���� 	� ������� �	��
� �������	�� ��
������

<
 � �����	���
	���� �5�����
 �� ���
	��� ��� ���
	��� 
���	�� ���	����
	� /	���� &
 ����� Ω = [0, 12]× [0, 2]
 Γ1 = Γb = ({0}× [0, 2])∪({12}× [0, 2])

Γ2 = Γa = ([0, 12] × {2}) ∪ ([0, 2] × {0}) ∪ ([10, 12] × {0})
 ��� ��� ������	��
������� 
������ 	
 Γ3 = [2, 10] × {0}� "�� ���� 	
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	�� f2 = (0,−5)N/μm ��	�� ���
 �� ��� ��� �� ��� ��	���

	��� �� [0, 12] × {2}4 ��� ���� �����
 ��� ������	� ������
 ���	
�
 	��� f0 =
0N/μm2
 q0 = 0C/μm2 ��� qb = 0C/μm4 ��� ��� ��� ������� ��� ����
��� ��� �������	�� 	
 g = 0.5μm� "�� �����	��
 hr ��� pr >r = ν, τ? 	� ���
��	��	���� ������� ����	�	��
 >0�%? ��� >0�&-? ��� �	��� ��

hr(s) = cr ×
{
αr if |s| > 128,
1 + (αr − 1) × |s|

128 if |s| ≤ 128,

pr(s) =

⎧⎨
⎩

0 if s < 0,
s if 0 ≤ s ≤ nν ,
nr if s > nν,

����� cr
 αr ��� nr ��� ��
	�	�� ���
����

 αr > 1� <��
 ������
 ��� ���
�������	)�� ������	��� ����	�	�� >0�&&? �� ����

he(s) =

⎧⎨
⎩

−me if s < −me,
s if −me ≤ s ≤ me,
me if s > me

pe(s) = ke ×

⎧⎨
⎩

0 if s < 0,
s
εe

if 0 ≤ s ≤ εe,

1 if s > εe,

����� me
 ke ��� εe ��� ��
	�	�� ���
����
�

φ  = 256

φ  = 16

φ  = 64

φ  = 0

00

0 0

stick

stick

slip −slip +

slip +slip −
slip +slip −

stick

slip + slip −stick
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 	� ��	�� �� �
� ��� �����	�� φ0 = −ϕ0 ��� k = ke�
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 ����� φ0 ����
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 256
 64
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 ��� k �	���
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 �	�� φ0� < 
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���� �� φ0
 ��� k = 1� ��
���� �� k
 ��� φ0 = 128�
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φ0 = 256
 φ0 = 64
 φ0 = 16 ��� φ0 = 0� <�����	�� �� /	����
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�
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